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微分 几何 是 一 门 古 老 的 学 科 , 有 着 您 久 的 历史 。20 世纪 以 
来 , 随 着 分 析 方 法 的 发 展 ,微分 几何 的 研究 从 局 部 发 展 到 整体 ,得 
出 了 许多 深刻 的 并 在 其 他 数学 分 支 ( 如 代数 拓扑 , 偏 微分 方程 , 复 
消 数 论 , 李 群 , 变 分 学 , 泛 消 等 ) 及 现代 物理 中 有 重要 作用 的 结果 ， 
这 门 学 科 虽 然 古 老 ,但 生命 力 依然 旺盛 ,不 仪 是 当前 基础 研究 的 热 
门 领域 ,也 是 21 世纪 数学 研究 的 主攻 方向 之 一 。 

本 书 主 要 研究 黎 曼 流 形 (N" 2* ,5) 中 的 各 种 子 流 形 全 测 
地 子 流 形 , 全 脐 子 流 形 , 伪 脐 子 流 形 , 迷 向 子 流 形 , 极 小 子 流 形 , 法 
从 平坦 的 子 流 形 等 。 特 别 是 对 常 曲 率 黎 曼 流 形 球 空间 
S"*#(c) 中 的 子 流 形 М" 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 o ,数量 曲率 
r ,Ricci 曲率 R;; 及 截面 曲率 R;; 等 内 在 量 ,加 以 某 种 限制 (也 称 
Pinching 问题 ) ,从 而 得 到 了 子 流 形 的 某 些 性 质 。 上 述 问题 的 研 
究 ,起 源 于 1968 F J. Simons 给 出 的 球面 S" * “*(D 中 的 极 小 子 流 形 
的 积分 公式 , 自 那 以 后 ,对 Pinching 问题 ,几何 学 家 研究 的 很 多 。 
目前 人 和 们 使 用 由 E. Cartan 创造 的 并 由 著名 数学 家 陈省身 先生 发 
展 的 活动 标 架 法 来 计算 流 形 上 各 种 函数 的 Laplacian, 建立 最 佳 的 
Pinching 常数 ,外 围 空间 已 推广 到 非 空间 形式 或 复 射 影 空间 CP”。 

本 书 的 最 后 研究 了 局 部 对 称 歼 曼 流 形 中 的 各 种 子 流 形 。 

本 书 的 一 个 特点 是 使 用 活动 标 架 法 以 及 局 部 和 整体 相 结 合 的 
方法 研究 各 种 黎 曼 子 流 形 。 

为 了 研究 黎 曼 子 流 形 几何 ,我们 在 第 一 章 介 绍 了 微分 流 形 、 微 
分 流 形 上 的 线性 联络 、 张 量 场 的 外 积 、 协 变 张 量 场 的 外 微分 、 线 性 
联络 的 挠 率 张 量 场 和 曲率 张 量 场 及 线性 联络 的 结构 方程 。 在 第 二 


t 


章 介 绍 了 黎 曼 度量 、 黎 曼联 络 、 黎 曼 曲 率 张 量 场 . 黎 曼 流 形 的 结构 
方程 、 黎 曼 流 形 的 截面 曲率 Ricci 曲率 和 数量 曲率 等 。 在 第 三 章 
黎 曼 子 流 形 的 介绍 中 ,用 两 种 方法 计算 出 了 子 流 形 的 Gauss 方程 ， 
Codazzi 方程 和 Ricci 方程 ,这 也 是 本 书 的 另 一 个 特点 。 特 别 还 研 
究 了 黎 曼 流 形 N**! 中 的 超 曲 面 M" ,最 后 研究 各 种 黎 曼 子 流 形 。 

本 书 除了 作者 的 一 些 科 研 成 果 外 ,还 收录 了 国内 外 著名 数学 
2 J. Simons\ 陈 省 身 先 生 .丘成桐 先生 、 徐 森林 先生 \ 沈 一 兵 先 生 
等 的 如 分 相关 成 果 ,并 加 以 论证 。 本 书 论述 严谨 ,详细 ,具体 例子 
较 多 ,读者 不 必 过 多 地 查 疗 文献 就 能 熟练 地 掌握 近代 微分 几何 的 
基础 知识 。 

由 于 作者 水 平 有 限 , 蔬 中 踊 漏 和 错误 在 所 难免 , 敬 请 广大 读者 
批评 指正 。 


纪 永 强 
2003 年 5 月 
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第 一 章 ”微分 流 形 上 的 线性 
联络 与 绝对 微分 
1.1 微分 流 形 的 概念 及 例子 
1. 拓扑 流 形 与 微分 流 形 的 定义 


定义 1.1.1 如 果 拓 扑 空间 (M ,7) 满 足 : 

(1) МЖА, 和 T, 的 拓扑 空间 ， 

(2) M 是 局 部 欧 氏 的 : 即 对 任 PE M ,存在 PP 点 的 开 邻 域 V 
和 映射 ,使 

р:У->ф(У)СК" 

EREE, ЖЖ M E: n 维 拓扑 流 形 ,p 叫 坐 标 映射 , V 叫 坐标 
域 ,(V ,gp) 叫 坐标 卡 . 

定义 1.1.2 n 维 拓扑 流 形 M БАС 类 微分 构造 是 M 上 的 
坐标 卡 之 集 

DA| (У, ,ф,) la E A( 指 标 集 )| 

满足 ; 

(1) 覆盖 性 :M = UV,; 

(2) ЖЯ: (Vas Pa), ( Ve, ф)Є 0,14 V, V, Bl 

Pp’ pi :@,( VaN Ув) СК" g ( VaN Ув) СР" 
与 
Pa Фр :Pal VaN Ур) СЕ", (У, ПУ) СВ" 

都 是 C 类 微分 同 胚 . 

(3) 最 大 性 : 若 (V,p) 与 下 中 每 个 坐标 卡 是 C 相 容 的 , 则 
(У,ф)ЄФ. 

EX 1.1.3 n 维 拓扑 流 形 M 带 上 С* Ж ЛЖ Ф, WJ Ж 

. 1 - 


(М,Ф) п С‘ 类 微分 流 形 . 
今后 只 讨论 &= % 的 情况 , 即 光滑 (微分 ) 流 形 . 
Ж (Vapa), (Ve ga)EB,PE V, D V,, 
Ф.(Р) = (2х1(Р), х(Р), `,х,(Р)) 
Ф\Р)= (y (P), у: (Р), + ,у„(Р)) 
则 
Фв° pa (E122 s En) = (X13257 Yn) 
其 中 у= у (21, Tn )ËE ran 的 函数 , 易 知 
Фв° Pa: Pa (М, N Ve) СК" фь( VaN Үв) Ср" 
是 СВЯТОЕ 3 tE ЛЕ y; 是 光滑 函数 , 即 
YEC™ (Ф, (У, П Ve);R),i=1,2,.…,n 
它 还 等 价 于 :yw 关于 zi 有 任意 阶 的 连续 偏 导 ,i,j =1,2,…,n. 
映射 gg。 gi ! 的 Jacobi 矩阵 是 


CERI дх, 
_ . N a(y yy ) 
° 1у : : AS .21 опр 
JUpp"y。)= | : |25079 
дх, 9x, 


定理 1.1.1 设 M 是 ” 维 拓扑 流 形 ,Bo = | ( V,,ə,)| z€ A| E 
覆盖 M 的 一 族 C~ 相 容 的 坐标 卡 之 集 , 则 Ф, 惟一 确定 了 一 个 Ce 
微分 构造 : 
$= | (У, Фф) (У...) E Do A ф°ф,!,ф„°ф ! 是 C” 映 射 | 

证 明 : 只 须 验 证 @ 满足 定义 1.1.2 的 三 个 条 件 : 

(1) 因 ФСФ, m Ф, 满足 (1), 所 以 6 满足 (1); 

(2) 设 (V ,9g),(W,y)EB, 则 

pep = (pepa) (pep!) 
5 
Фф = (grp) (psp 1) 
都 是 C~ 映 射 , 所 以 满足 (2); 
. 2 . 


(3) (У, Ф) У Ф 中 任 一 坐标 卡 (V,9) 是 C” 相 容 的 , 即 
pep H pep ж С” Я, ДУЖЕ (У.Ф) Є Bo, 因 为 
popa Mpp № C°° BB , АЛП 

gee; = (фф!) (pepa) 
与 

ф°ф = (pap lpg) 
都 是 C RCW, о) СФ, ТЕ Ф Е (3). 

Ж ”由 定理 1.1.1 HMHI, ШЕН(М,Ф) n 维 C” 微 分 流 形 时 ， 
必须 验证 Ф 满足 覆盖 性 (1) 和 相 容 性 (2). 另外 , 若 Ф, 和 Ф, 都 满 
足 定义 1.1.2 的 (1) 和 (2) ,并且 Ф, 和 Ф, 中 的 元 素 彼 此 是 相 容 
的 , 则 (MM,®1) 和 (MM,@$, ) 是 同一 个 微分 流 形 . 


2. 由 一 个 整体 坐标 域 构成 的 C” 微 分 流 形 


定理 1.1.2 Ú M ÆA, T, 的 拓扑 空间 , 若 存在 同 胚 映射 
e:M— e (M) R" 
ДСМ, Ф) п 维 C” 微 分 流 形 , 其 中 $= (М, Ф) |. 
证 明 :(1) Яж: M = M 
(2) 相 容 性 :因为 
pp = 了 
是 p(M) 上 的 恒 等 映 射 , 它 是 C” 映 射 ,所 以 (M ,$$) 是 n 维 C” 微 
Ж ”由 一 个 坐标 卡 构成 的 微分 流 形 可 简单 地 记 作 (M ,gq). 
例 1 设 M=R",(R",r) 是 A,,T, 的 拓扑 空间 , 便 等 映射 
I:R'—>R", I(z)= + 
是 同 胚 映射 , 则 (R", 了 1) 是 n 维 C” 微 分 流 形 . 

我 们 知道 , R? 中 的 简单 曲线 是 指 下 面 的 映射 : 
F:(a,b)>F[(a,b)] ER? 
F(t)=(filt) falt), falt) ) 

F 既是 单 射 又 是 满 射 ,并且 下 是 度量 连续 映射 .简单 曲线 在 R 


. 3 。 


中 的 图 像 是 不 自 交 的 连续 曲线 . 
由 定理 1.1.2 我 们 可 得 下 面 的 各 定理 . 
定理 1.1.3 R M=F[(a,b)], Bp 
М=\}{|х=(хү,х;,ху)Є R? |=,= f;(t),i=1,2,3,a<t<b} 
是 R? 中 的 简单 曲线 , 作 映 射 
Ф:М-+ф(М) = (a ,b)C R! 
e(fi(t),f.(t),fs(t))= t 
则 (M,p) 是 1 维 C” 微 分 流 形 . 
证 明 :(1) 因 R? 是 A,, Т, 的 拓扑 空间 ,JM EA R? 的 子 拓扑 
空间 也 是 А,, T, 的 拓扑 空间 . 
(2) 因为 фй o HFE: 
9 l:(a,b)—> MC Rš 
ф (г) = (Falt) fat), falt) ) 
所 以 p 既是 单 射 又 是 满 射 . 
设 rc,sy 是 (a ,5) 在 R! 中 的 相对 拓扑 ,rw ЖМ ER? 中 的 相 
对 拓扑 ,因为 对 任 (c,qg)Erc。 ,而 M 是 简单 曲线 ,所 以 
9 [(c,d)]€ zu 
Ж p 是 拓扑 连续 ,又 
(g 1) [е '[(c,d)]]= pep (с,4)]= (c,d)€ tian) 
所 以 “是 拓扑 连续 , 故 р 是 同 胚 映射 ,由 定理 1.1.2 知 ,(M ,9) 
是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
Ж 定理 1.1.3 中 的 р filo ! 显 然 是 度量 连续 , 易 知 ,yp 和 
9 :是 拓扑 连续 ,所 以 o 是 同 胚 映射 . 
‚Ж 一 般 , R" 中 的 简单 曲线 : 
M= | (21, z, )|z = f(t), i=1,; n,a <t<b] 
Ж—#С°Ж ЖЖ. n =2 就 是 平面 R 中 的 简单 曲线 . 
具体 例子 如 下 : 
例 2 Rs 中 的 圆柱 螺 线 
M= {(ху,л›,хз) | =; = acost, x2= asint ,x3= bt | 


. 4. 


(- so < í< +co) 是 一 维 C” 微 分 流 形 , 同 胚 映射 为 
ф(асоѕі,аѕіпі, Бї) = 2 
或 
p(X1, TX2, TX3) = zs. 
із К? 中 的 开 圆 
M= |(ху,х;)|х= асов!,х› = asint ,0<1<2x| 
是 一 维 C” 微 分 流 形 , 同 胚 映射 为 
Pp(acost,asint)= 2. 
定理 1.1.4 由 显 式 方程 给 出 的 定义 在 开 区 间 (a ,5) 上 的 平 
面 连续 曲线 
M= | (21,22) |=.= /(ху),а<х,<Ь,/ 连续 |. 
作 同 胚 映射 М-»Ф(М) = (a ,b)S R! 
Ф(21,22)= zi. 
RAH ф(х) = (zi,f(zx1)), 则 (M ,yg) 是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
由 此 可 知 ,所 有 定义 在 开 区 间 上 的 初等 连续 显 函数 构成 的 曲 
线 都 是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
具体 例子 如 :抛物 线 r= xz, 指数 曲线 х. = an ,正弦 曲线 x 
=sinzi 等 都 是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
我 们 知 , 设 D 是 R* 的 单 连通 开 集 ,空间 R 中 的 简单 曲面 是 
指 下 面 的 映射; 
F:D—F(D) Rš 
F(u,o)= (Л(и, о), (и, о), (и, о)) 
下 是 一 一 对 应 的 映射 ,并 且 下 是 度量 连续 . 简单 曲面 在 Ra 中 的 
图 像 是 一 片 不 自 交 的 连续 曲面 . 
定理 1.1.5 É 
M= |{(zx1,72,73) | z= fi(u,v0),i=1,2,3. (u,v)E DC R2| 
是 R? 中 的 简单 曲面 , 作 向 胚 映射 为 
p:M>9p(M)= DER? 
p(fil(u,v), Р (и, v), fa(u,v))= (u,v) 


Ж ф (и, о) = (Л(и, о), fr(u,v),f3(u,v)) 
则 (M,p) 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 

具体 例子 如 下 . 

例 4 К? 中 的 简单 开 球 面 


M= | (х1,22›23) | х1 = асоѕисоѕо , £2 = asinucosu, хз = азіпо | 
ЖФ v) ED=(0,21) х(- 2.2] E= СМА. 
例 5 Ri? 中 的 简单 开 圆柱 面 


M = |(хүу,хә›,хз)| =, = асоѕи, x= аѕіпи, хз= o] 

其 中 (4,v)ED=(0,2x) Xx R', 它 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 

例 6 R? 中 的 双 曲 抛物 面 
М = | (х1,225х3) |х =а(и+о), хә = 60и - о), хз=2ио | 
其 中 (u,v)E€ R, CETHE C” 微 分 流 形 . 

定理 1.1.6 R° 中 由 显 式 方程 给 出 的 定义 在 平面 中 单 连通 
开 集 D 上 的 连续 曲面 
M= (zi z zs)|z = f(z1, z), (Xi, z2)€ DC R2, f 连续 | 
作 同 胚 映 射 с: M— o( M) = РСР? 18 

Фф(х1,22,23) = (zi, Z2) 
Ж 
ф (21,22) = (zi zz, (x1,72)) 

则 (M ,gq) 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 

Ж 一 般 ,R"“ :中 的 连续 超 曲面 

M= |(х,,®›хл„,х„уу)]х„ә,у= (ху, En), f ER] 
其 中 (z1,…,zx,)E€ DC R", CE n 维 C” 微 分 流 形 . 

由 定理 1.1.6 知 , R) 中 所 有 由 显 式 方程 给 出 的 定义 在 单 连通 
开 集 上 的 连续 曲面 都 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 

具体 例子 如 下 : 

例 7 R° 中 的 双 曲 面 
232 
а? 


+ 5,(х1,22)Є В? 


M= |С) 1259 


是 二 维 C“ 微 分 流 形 . 
例 8 R° 中 的 平面 
M = {(х1,22,23) | =3= azı + bz, + c,(zi,z2)€ Р? | 
是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
定理 1.1.7 设 M 是 Ra 中 母线 平行 于 zs 轴 的 开 柱 面 , 即 
M= |(х,х›,хз)|х»›= f(zi),a<zi<b,zs€ R!,f 连续 | 
作 同 胚 映射 Ф: М ф(М) = (a ,b)x R1C R2 № 
ф(х1,22,23) = (zi, z3), 
其 逆 为 
ф (zlzs)= (z1, f(£1) z3), 
MCM, PEZE C” 微 分 流 形 . 
由 此 可 知 ,所 有 定义 在 开 区 间 上 的 一 元 初等 函数 给 出 的 曲线 
放 在 三 维 空间 R 中 就 是 R 中 母线 平行 于 +, 轴 的 开 柱 面 ,它们 、 
都 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
具体 例子 如 下 : 
例 9 К? 中 母线 平行 于 хз 轴 的 抛物 柱 面 
M= | (21,22,23) |=:= 好 (zlyza)ER2| 
是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
例 10 R” 中 母线 平行 于 zx; ЕЊЕ 
M= {(жї,х;,хз)[х›=зїптү,(ху,хз)Є R2| 
是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
定理 1.1.8 设 M 是 任意 一 个 ” 维 向 量 空间 ,p 是 同 构 映 
射 , 则 (M,p) 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
证 有 明 : 设 el,e,,…,e, 是 M 的 一 组 基 , 任 xzEM, 有 
т = xi@l t хе; + б + >,e, 
定义 映射 ф:М-+ф(М) = В" 为 
ф(х) = (T1, 223, En) 
易 证 p 是 两 向 量 空间 М 5 ЕЮ" 的 同 构 映射 Вр o 是 一 一 对 应 的 线 
性 映射 ,q Й у 


p l(ziz2 "z, )= T16] + ze t + Tnen. 
因为 (R",r) 是 拓扑 空间 ,其 中 r 是 尺 " 的 度量 诱导 的 拓扑 , 即 
т= { УСК" | fa E У, FERF В:(а)с У | 
4 
r= {ф (У) ШЕ v€: | 
易 知 ,(M ,ri) 是 A,,T; 的 拓扑 空间 ,并 且 ç 是 拓扑 连续 映射 . 又 
对 任 ф (У) Єт, Bp VEr, 有 
(ф 1) tle К(У)1=ф[ф '(V)]= УЄт 
所 以 ç ! 也 是 拓扑 连续 映射 , 故 o ЖЕ Ж. 由 定理 1.1.2 知 ,(M， 
Ф) n 维 C” 微 分 流 形 . 
定理 1.1.9 (МФ) „СЛЕ, КАК Ж 
Ж Ф= | (У,, Pe) EA}, i V EMERE, S 
Ф, = |(УП Vas Pa) [VN VAD, 1E (У,, Ф.) ЄФ| 
(У, Ф,) Е n 维 C” 微 分 流 形 , 称 为 (M ,$) 的 开 子 流 形 . 
证 明 : 因 为 M EA, T> 的 拓扑 空间 , У 作为 M 的 子 拓扑 空 
间 也 是 A,, Т, 的 拓扑 空间 . 
PEV, PER ҮПУ,, AX 
Pa: VN У, =, VN V.)S R" 
是 同 胚 , 故 V Жл 维 拓扑 流 形 . 
(1) 覆盖 性 :因为 M = UV, ,所 以 
У= ҮПМ= ҮП(ОУ,) = О(УПУҮ,) 
(2) 相 容 性 : 设 VN V, VN VED, ЖА 
(УПУ, ) (УП Ур) Ф 
ДУ, П Ур 0, М. р, ° pp Ж ф° фе! & С° 映射, 故 
(У,Ф,)Ж n EC y UE | 
例 11 (R!', 了 7) 是 一 维 C” 微 分 流 形 , 设 V=(a,65) 是 RR! 的 
开 区 间 ,而 
I:(a,b)>(a,b)CR!,I(x)=zx 
是 和 恒 等 映射 , 则 ((a,5), 了 1) 是 (R!,7) 的 一 维 开 子 流 形 . 
g- 


@ 12 〈R:,T) 是 二 维 C7” 微 分 流 形 , 设 
v=|z=(z=iz2)€ R |z1+ zi<a’| 
是 р? 的 开 圆 盘 ( 开 集 ) , 则 (V ,站 是 (R:z,T) 的 二 维 开 子 流 形 . 
定理 1.1.10 Ú VÆR 的 开 集 . 
(1) 设 I: V— VC R" 是 恒 等 映 射 ; 
(2) # og:V>g(V)SR" EMERI; 
(3) 设 P:V 一 p(V)SR" 是 C” 微 分 同 胚 . 
令 
S= }(У,1)},Ф,= {(У,ф)},Ф,= (V.o) 
(У, Ф.) (У, Ф) 9 ААН) л 维 C” 微 分 流 形 ; 
(У.Ф) (У, P ЕТЖ п 维 C” 微 分 流 形 . 
证 明 :显然 它们 都 是 n 维 C” 微 分 流 形 . 因为 
ф°1 != e 
不 是 C” 映射 ,而 
Pe 和 
都 是 C” 映 射 ,所 以 (V,1) 和 (V ,9g) 是 相同 的 z 维 C” 微 分 流 形 ; 
(V ,1) 和 (V,g) 是 不 同 的 n 维 C” 微 分 流 形 . 
例 13 i g: RR H 
р(хц,х›) = (zicos0 + хоѕіп + a,~ zisin0+ z;cos0 +b) 
5 (уу, у?) 
是 R* 上 的 一 般 坐 标 变换 (平移 加 旋转 ), р 的 逆 为 
ф (эу) =( (yx a)osm- (y b)sn0,(yi-a)smB8+ (y b)os09) 
显然 oç JE C ЖН, ATR, IMR, po EASA 
维 C” 微 分 流 形 . 
例 14 #еф:®Ю!—Е!,ф(х)=х?, {А ф 是 同 胚 映射 ,所 以 
(Ri,p) 是 一 维 C” 微 分 流 形 :因为 
ф(х) = z &u,I(r)= r&v 
о= Iso и) = us 
在 u=0 点 不 可 导 , 所 以 1 yp ! 不 是 СВ}, k (R'A 
‚9°. 


(R1, 9 ) 是 两 个 不 同 的 一 维 C” 微 分 流 形 . 
з. 由 多 个 坐标 域 构成 的 C” 微 分 流 形 
例 1 证 明 R? 中 的 闭 图 


SI= |x= (zx1,72)E R'|zi+ 25а? | 
是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
证 法 1:(1) 5' 作为 (R?, 了 ) 的 子 拓扑 空间 是 A,、T,; 空间 . 
(2) 设 
= |x= (zx1,rx2)E R2|z,>0],;=1,2 
V; = |x= (21,22) ER | zx <0],;=1,2 
则 VI ,Vi ,V2 ,V2 分 别 是 右 半 平面 , 左 半 平 面 ,上 半 平 面 和 下 
半 平 面 . 它们 都 是 К? 的 开 集 , 设 
V=VrinSsSI=lz=(zoz)ER2| ze+z3=a2zr>0| 
Vr =V; NS'= |x= (1,00) ЄК |x} + т}= а?,х,<0] 
i=1,2, 则 У.У. Vi . V; 分 别 是 右 半 圆 . 左 半圆 .上 半圆 和 下 
半圆. 它们 都 是 子 拓扑 空间 S! 的 开 集 ,就 是 S! 的 坐标 域 , 作 坐 标 
ШЙ}: 
gr: Vi ер (Vi )=(—a,a)CR! 
Фр (Zi, Z,)= z, 
这 里 pf 是 向 zs жю, HREH z, 轴 上 的 投影 pf, 
‹:Уў ер; (Vi)=(-a,a)CR! 
p7 (х\,х;)= ту 
则 pë 和 e; 均 为 同 胚 映射 ,四 个 坐标 卡 构成 的 集合 为 
@,=|(Vr,e@r ), (Vi , 92 )| 
(3) 覆盖 性 :因为 
-1(0,0)] = V? U Vr U Vz U V; 
所 以 
5! =S! (R2- |(0,0)}) 


=VTUVTUV ЈУ; 

(4) ЖЕЖ: (УГ, ), (У ,ф )ЄФ,,В ViN V; = 
Ф, уг Пу: 是 第 四 象限 的 圆 弧 . 

对 任意 z= (zzEvinyv ,# rit r= a? H х|>0, 
х;<0,ф{ (х1,х›)= zr 会 uy pz (zi. 72)= х120, 

u= r= ya- z3 = Ма? — и? 

#(-a,0) EE С°, Ц о: (Фф) ' E C” 映 射 , 同 理 
р (@ ) 也 是 C” 映 射 ,对 其 他 相交 的 坐标 域 上 的 坐标 映射 ， 
同 理 可 证 都 是 C" 映 射 , 所 以 (S ,9 ) 是 一 维 C” 微 分 流 形 . 

证 法 2:(1) 5 作为 (R?,z) 的 子 拓扑 空间 是 A,,T, 空间 . 

(2) BM S 上 的 任 一 点 += (zx1,z2) 都 可 以 写成 复数 的 指数 
形式 : 


ж = а(соз + іѕіпӣ) = ae” ,0<0=<2x 
因为 
V ie R2- ае, V AR? — ае" 
部 是 (R ， rz) 的 开 集 ， ии 
258107, = S! — ае" 
vasi n V, = S! -ae 
是 子 拓扑 空间 S! 的 相对 开 集 ,也 就 是 S1 ARR. V, 和 V, 都 
是 开 圆 . 定义 坐标 上 映射 如 下 : 
DVIoVI)=(0,2r)CR: 
Фф. (ае) = 6 
p2: Уз (У) = (т, Зл) СК! 
фо (ае) = 1 
则 pi 和 ys 是 同 胚 映射 ,坐标 卡 之 集 为 
Ф,= | (Vispi), (У, Ф) | 
(3) 覆盖 性 :显然 有 
S!= V,U V, 
. H ` 


(4) 相 容 性 :因为 
ViN У, = 5! – ae” -ae #9 
Е r=ae” E VNV, A 0Z0,x. 还 有 
0+2x, 4 0E (0,z)Hf 
7 |o  , 当 gE(r2x) 时 
显然 7 是 9 的 一 元 C 函数 ,所 以 pep) 是 C° 映射 , 同 理 
gi1° 97 1 也 是 C“ 上 映射 ,所 以 (S 92) 是 一 维 C” 微 分 流 形 . 
Ж (S!',@$1) 和 (S!,$,) 是 相同 的 一 维 C” 微 分 流 形 , 即 有 
Ф,=Ф,. 
ШЕВ: (Vipi) E D, (Vispi) ES, 1 У, П У; =0, 
У.П VI 是 右 半圆 除 掉 ae” = (а,0) A. 


ЕВ r=ae EV NVI, B =; = acos >0,0€E (о.2)0 


(37 2x). 并 且 有 : 


ф (ae) = 02 Фи, gi (ае ) = asin0@ v 
从 而 
pi өг (0,5 )U (5.2) 00,а)0С-а,0) 
фі epi (и) = asinu 
Вр о = asinu 是 一 元 C” 函 数 , 所 以 piegi 是 C” 函数 ,又 
и = arcsin 一 
E C” 函数, 即 pelot) :是 С". 同 理 可 证 (Vi,g1) 与 @， 
中 的 其 他 坐标 卡 都 是 C” 相 容 的 , (У, фо) У Ф, 中 的 坐标 卡 都 
E C“ 相 容 的 ,所 以 @1 = 
例 2 证 明 R? 中 的 闭 球面 
5? = |= = (хі.22,23) ЄР? | х + z+ zi =а? | 
是 二 维 C” 微 分 流 形 . 
证 法 1:(1) 52 作为 (R3,r) 的 子 拓扑 空间 是 A, ,T; 空间 . 
` 12 А 


(2) i 

Ў = {а= (21,22,23) ЄК |2, >0) 

Vr = {а= (21,22,23) ЄК |2,<0| 
і=1,2,3. V; 和 V, 分 别 是 上 半空 间 和 下 半空 间 . Vi 和 VY 
都 是 RI 的 开 集 ,从 而 

vie sin v: (i=1,2,3) 
是 子 拓扑 空间 52 АА. ViVo V, V; 、V3 和 V3 分 别 
是 前 半球 面 . 后 半球 面 . 右 半球 面 \ 左 半球 面 . 上 半球 面 和 下 半球 
面 . 
定义 坐标 映射 如 下 : 
or:Vtpt(VT)=B2(O)CR? 


А 
фі (£1, £223 )=( 22,23) 


Ер pt 是 向 c Or; 坐标 平面 上 的 投影 , 同 理 
Фё (хї,хдәху)<=(хү,хз),р# (хї,›,тзу)-=(х1,х›) 
易 见 р; (i =1,2,3) 都 是 同 胚 映射 ,坐标 卡 之 集 为 
Ф = {|(Vi, фі), (VŽ ož), (Vi, 93)|). 
(3) 覆盖 性 :因为 
R:- 100,0,0)1= Ù Vš 


所 以 | 
S? = S'N (R? – 1(0,0,0)1) 
= УР U Ví ЦУ; ОУ; UV; UV 

(4) 相 容 性 : 设 (Vi ,gi ),(Vi ,pz )ЄФ,, ViN V; Z%, 
Vi ПУ; 是 球面 S 上 的 第 四 象限 与 第 八 象限 的 部 分 . 

任 (zlzzyzs)EVvrnyvz ,有 ztxztz=az 且 zi>0， 
x <Q. 

er (УГ ПУ; )= (2,23) | x+ z3<a2 B х;<0}СЕ? 

pi (1522,23) = (z2,zs)@ (u1, u2) 
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g: (Vi ПУ; )= | (х1,23) [22+ z2<a2 H xz, >0] CR? 
фз (21,22,53) = (21,23) (0,02) 
则 
рз (фі) let (Vi NV >p (У ПУ; ) 
因为 


1" 1= z. = а? - z2— х2 = = / а? = и? ці 
05 = T35 из 
在 左 半圆 gt (У ПУ; ) = { Cursu) [и + и<а? B и <0| ЕЖ 
C” 的 二 元 函数 ,所 以 polpi) :是 CRR, E of elp) ! 也 
是 C” 映 射 , 即 ( Vi ,gi ) 与 (Vi p: ) 是 C” 相 容 的 , 同 理 可 证 其 他 
的 坐标 卡 都 是 C” 相 容 的 , 故 (S?, D ) 是 二 维 C” 微 分 流 形 . 

证 法 2 〈 球 极 投影 法 ) : 

(1) S? 作为 (R3,r) 的 子 拓扑 空间 是 4,,T， 空间 . 

(2) 因为 

Vi=R2- 1(0,0, -a)}, VY,= R2- |(0,0,a)] 
是 R° 的 开 集 ,所 以 
у 257, = 52 -1(0,0, –а) | 
= {z= (x1 x23) ES |xr3> -al 
V, aS N V, = 52 – |(0,0,a)] 
= |z=(ziz,zs)ESz|rzs<al 
是 子 拓扑 空间 S HERR. У, 是 球面 上 除去 南极 A(0,0, 一 a) 
的 所 有 点 构成 的 集合 , V, 是 球面 上 除去 北极 B(0,0,4a ) 的 所 有 点 
构成 的 集合 . 坐标 映射 定义 为 
pı: М фі (У) =R? 

对 任 一 点 x = (z1, 72,73) € Vi, 直线 xA 交 x0r, 平面 于 
(ш\,и›,0) д. 


А 
Pı lTi z2, £3)=(u1,u2)&u 


p2: М.ф ( У) = В? 


对 任 一 点 r= (222 z )€ У, 直线 zB X ri Oz 平面 于 


Жуу 


е (ху, хә, ту)=(т,ъ›)@® 
设 z Er Or: 坐标 平面 上 的 投影 为 = (х\,х›,0)4(хү,х») 
因为 矢量 Gx 与 OF 共 线 ,所 以 可 设 
(ири) = t(zi z2) = (tx1, tx2) 
其 中 1 关 0, 从 而 
т-и=((1-1)ху,(1—1)х›) 
显然 ВА uzzORtA uOA ,所 以 
Ма-а 1 


а t / z + xŠ 


从 而 得 
£= а 
а + х3 
以 及 
ах _ _ ах 
ш сүз 2 Q + Za (1.1.1) 
故 坐 标 映射 为 
(zistart )=| ахі ахз 
(жа, жэ, лз)= (IFz AT 
其 中 a + x3>0, 同 理 可 得 
v=, v= (1.1.2) 
a— х3 а – х3 


所 以 另 一 坐标 映射 为 


( = ( axı ax ) 
фэ T1: T273] 一 a- a3 a х3 
其 中 a- zx3>0, 现 在 求 r H хЇ+хї+ z3= a2 及 式 (1.1.1) 得 
Ф 
2 2 a? (x+ z2)  а?(а?- 13) 
uit u? = 5 2 
(a + zs) (a + zs) 
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а + хз а + хз 
所 以 
+ 一 2a? 
а +z, = 
3 иї+ и + а? 
从 而 
1_а+х3_ 2а? 
t a ut + и? + a2 
и 2а?и! 
Tr, = — = 555 
1 t u? + и +а? 
2 
и2 2a uz 
rt: = —=——— (1.1.3) 
2 t ul+tul+a, 
2 2 
_а(а?—и{-—и5) 
| =° n, 
3 u? + и + а? 


-1 2а? ui 2а?и› a(a?-— ut- и?) 
Pı (аа) а u? + из + а? 
显然 ,pl 和 фу. 是 连续 映射 ( 因 分 量 连续 ) , 故 pi Е, о 
也 是 同 胚 映射 . 坐标 卡 之 集 为 

= | (Vis p1), (2, Ф) | 


(3) 覆盖 性 :显然 有 


S2= V,U V, 
(4) 相 容 性 :因为 VAVA, 
对 任意 r= (z i,z,.,z )C€G VLN V2, A z=2Z(0,0, + a), HÄ 
e (У.П У) = R2- 00) = ф ( ViN V,)C R2 ,而 映射 
| Фо° фі ': Ф. (У. П V2)>p2( VN V; ) 
的 分 量 函 数 可 由 式 (1.1.2) 及 式 (1.1.3) 解 得 : 
а?и, azu, 


vr = 


= И 
“T+ d 


01 
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因 在 e (V, V,)= R°- 1(0,0)} E, u? + 2 天 0, 所 以 vi;v2 是 
ul 和 wz 的 二 元 С" 函数 ,所 以 ф›° ру ! 是 СВЯТ, А98 


2 
a? vi a vy 


иі , M2 一 
Tra 


u? + у 
也 是 二 元 C Ж, ТЫ фф! 是 CORR, k (S2, DELE 
C” 微 分 流 形 . i 
Ж 可 证 得 :(S?,@1) 和 (S?,@$;) 是 相同 的 二 维 C” 微 分 流 
Ж 
例 3 实数 域 R 上 的 全 体 n x n 阶 矩 阵 构 成 的 向 量 空间 
М,„(Р) п? 8: C” 微 分 流 形 , 同 胚 映射 为 
ç: M,,(R)—>e(M,,(R))= В" 
Ф(А)= (an, as aa, t an) 
其 中 А = (а;)ЄМ,„(Е). É 
СІ (п; К) = {АЄМ,„ (К) |аег А30 | 
证 明 СІ (п; ВР) М,„(Е) п? 维 C” 开 子 流 形 . 
证 明 ;GL(n;R) 是 Man (R) 的 开 集 
2M (R)- СІ (п; Е) = {AE Mn(R)|det A=0| 是 闭 
Ж 又 行列 式 是 M,, (R) 上 的 实 值 函 数 , 即 
det& f: M,,(R)—>R 
а `7 Qir 


detA = 


ам © а 
是 关于 aan,am, a, BJ n 次 多 项 式 , 所 以 了 是 连续 函数 ,并 且 
AC M,,(R)—- СІ (п; R)S9detA = (ац, o a,a ) = 0 

所 以 
М,„ (Е) - GL(n;R)= f '(0), 
而 10} 是 R! 的 闭 集 ,又 f 连续 ,所 以 
f 1(0)= M,,(R)—- GL(n;R) 
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是 闭 集 ,从 而 GL (n;R) 是 М,„(Е) ЮТ 
例 4 ЮЕ FA Ж kxn 阶 矩 阵 构成 的 向 量 空间 
Ms ( 尽 ) 是 kn E C” 微 分 流 形 , 设 kn, 并 令 
F(k;n)= {АЄМ, (Е) |ж А= | 
证 明 F(k;n)E М,„(К)Н kn 维 开 子 流 形 . 
R: RNA Е(А; п) Mn RIBAR. 
SM, (R)- F(k;in)= [AE Mi(R)| 秩 A< b| 
= {BE M(R)CM;,,(R)|detB =0| 
是 闭 集 , 由 例 3 知 结论 成 立 , 所 以 Fkn) Mi,(R) 的 kn 维 C” 
例 5 (М, Ф) (М, Ф,) ЗЕ n 维和 mx 维 C” 微 分 
流 形 ,在 积 拓扑 空间 M, x M, 上 定义 微分 构造 如 下 : 
D= | (Va X Wg, Pa” g a) | (Vas Pa) E Di, (Wo, р) СФ, | 
其 中 对 任 (w,w)E V, x Wa, 有 


(фаз fa) (о, ш) (pe V), Ya(w)) (1.1.4) 

ШЕВ (М.х М,,Ф) n + m 维 C” 微 分 流 形 , 称 为 M 和 М, 
的 积 流 形 . 

证 明 :(1) 因 M, 和 M, 是 A,, Т, 的 拓扑 空间 , 易 知 , 积 拓扑 
空间 Mi x M, 是 A,, T, 空间 . i 

(2) (6. Х pg): V, X Мр ( @, X pg) ( V, X We) = ç, ( V, ) х 
ga( Wa )C R" x R” = р" "а. 
因为 

(Ф. Х fa) (vw)= (Ф. (0), palw)) 

Alr, y) E ps (Veo) х Jol W.) 


并 且 
(Ф.Х фа) (х,у) = (фу! (х), фр (у)) 
= (pa Palu), pa феСш)) 
=(v,w) 
所 以 
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(@ X pe) =p! x pi! (1.1.5) 
即 
(Ф. X pa) (х,у) = (фа (ж), фа (y)) 
所 以 mx фе 是 一 一 对 应 的 映射 ; 因 分 量 q。, yp 及 ps ,yp 连续 ， 
BAN, o, х ys 及 (gs X da) :连续 ,所 以 gx фр 是 同 肛 映射. 
(3) 覆盖 性 :因为 
Mi= UV,, M2= UW; 
所 以 
Mı X M2= UV, x UW, = UV, x We 
(4) 相 容 性 : 设 
(VN V.)#%R ЖП РФ 
易 得 (V。x We) N ( V; x WAD, ТИ 
Pi PI, Pa P3 dp Фр Ve dp 
都 是 C” 映 射 , 从 而 
(Ф: X 45) ° (Ф.Х da) ' 
= (фах фр) (фа Хр!) 
=(P Pa ) х (Hp) 
是 C” 映 射 , 同 理 (9。X pe) e (p: Хр) EE CORS, CM, x 
М,,Ф) Ж п+ т 维 C” 微 分 流 形 . 
例 6 以 下 是 积 流 形 的 几 个 例子 : 
(1) 平面 К? 中 的 开 和 矩形 M= (a ,6)x(c,d) 是 二 维 C” 积 流 
É; 
(2) 空间 К 中 的 开 长 方 体 M= (a,b)X(c,d)>x (e, f)& = 


， 维 C” 积 流 形 ; 


(3) 空间 R? 中 的 圆柱 面 M = 5: x R! 是 二 维 C” 积 流 形 ; 
(4) 空间 R? 中 的 圆 环 面 M = S! x S! 是 二 维 C” 积 流 形 ; 
(5) n 维 数 空间 R= Ri1X.…xR! 是 nn ECO RME; 
(6) 椭圆 
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тї 2 
Mi= | (2122)€ R? 21-1) 
是 一 维 C” 微 分 流 形 , 椭 圆柱 面 


2 
+ t31, z€R'| = Mi x R! 


М?= |(z1,72,73)€ R? Z 


是 二 维 C” 积 流 形 ; 
(7) 双 曲 线 
| M = |(« т›)Є R? zizal 
2 1,72 а b 


是 一 维 C” 微 分 流 形 , 双 曲 柱 面 
. 2 
М?°= | (z1r za z5) € R? = 


是 二 维 C” 积 流 形 ; 
(8) 抛物 线 


23 1 1 
ы 1.2 € R =M,x R 


=|(z=,z,)C€ Е?|хў=2рх\|| 
是 一 维 C” 微 分 流 形 ,抛物 柱 面 
= {}(хү,ту,хз)Є R? |z2=2pr i, z € Е!}=М,х R! 
是 二 维 C” 积 流 形 . 
例 7 ” 维 实 射影 波形 P"(R): 设 X=R – 10|, 25 
间 (X,r) 中 定义 等 价 关 系 " 一 
fE х= (z1r Z 2.1), y= (yi ya a )C X,z— y. 
SFE 150,1 y= z (= 固定 时 ,> 随 上 而 变动 ) , 即 
(or1) = (ёла) 
设 
к:Х—=Х/-—АР"'(Е),т(х)=[х] 
是 商 映 射 ,P"(R ) 的 拓扑 取 为 商 拓 扑 衬 , 即 
ъ= {WCP"(R)|x '(W)Er| 
可 以 证 明 ,P"(R) 是 n С”, Ц x 维 实 射影 流 形 . 
Ж n=1 时 ,P1(R) 就 是 R 中 过 原点 的 所 有 直线 ( 除 原点 
外 ) 构 成 的 空间 ;mn =2 时 ,P22(R) 就 是 К? 中 过 原点 的 所 有 直线 
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( 除 原 点 外 ) 构 成 的 空间 . 

例 8 Grassmann 流 形 G(k;n): BA 

F(k,n)& |A=(a;)€ Mi(R)| 秩 A=k,0<k<n| 
是 Mi,(R) 的 kn 维 C” 开 子 流 形 ,在 下 (k;n) 中 定义 等 价 关系 

任 A,BEF(k;n),A~B. 

仿 存 在 PELG(k;R), 使 B= РА. 
可 以 证 明 ,F(k;n)/~ 会 G(k;n) 是 k(n 一 上) 维 C” 微 分 流 形 , 称 
为 Grassmann 流 形 . 

Ж G(k;n)j R" 中 过 原点 的 所 有 大 维 平面 ( 子 空间 ) 构 成 
的 集合 ;k=1,n =2,G(1;2)= PI(R) 就 是 R? 中 的 一 维 实 射 影 流 
形 . 

i ИТВ 的 证 明 见 《4 微分 流 形 与 黎 曼 几何 》( 纪 永 强 著 ， 
1994 年 7 月 出 版 ,陕西 师范 大 学 出 版 社 ). 

例 9 FH R 中 的 双 纽 线 

M = (х= (z1, z2)€ R2| (z1+ z3) = xi- z2| 
= {(о,8)Є R? | o? = cos20] 

作为 R 的 子 拓扑 空间 不 是 1 维 拓扑 流 形 ,从 而 不 是 C” 微 分 流 
形 . 

证 明 : 反 证 : 若 M 是 一 维 拓扑 流 形 , 则 对 于 0= (0,0) ЄМ, 
在 0 点 的 开 邻 域 了 = MNY 及 同 胚 映射 : 

g:V—e(V)=(a,b)C К! 
ЯФ ў = В2(0) ED 0 为 中 心 , 以 s 为 半径 的 开 圆 . 因为 
e@(0)=C€(a,b) 


` 


所 以 
ф:У – [0]|—(a,c)U(c,b) 
应 还 是 同 胚 ,但 V -10} 有 四 个 道路 连通 分 支 , 而 (a ,c)U(c,5) 有 
两 个 道路 连通 分 支 ,这 与 p 是 同 胚 映射 矛盾 , 故 M 不 是 一 维 拓扑 
流 形 . 
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1.2 线性 联络 的 定义 及 例子 
1. 张 量 场 的 变换 


ЖОМ" Еп 维 C” 微 分 流 形 ,(V .p.,z i, z, ) 是 M" 的 坐标 
Ж ‚фр 是 坐标 映射 , 设 r, 是 R" 到 R 的 第 i 个 投影 函数 , 即 
ғ. (ааста) =, i=l, e,n 
于 是 M" БНАА bp т; 为 
х= ғ°ф, i=l, e,n (1.2.1) 
W C~(M;R) 是 M" ФЖС" (光滑 ) 函 数 构成 的 集合 , 则 х,Є 


C~(V;R),V 上 的 切 标 架 场 为 
jC (ViR)>C*(V;R), 
Ti 


а „Aal fegt) 
jz 一 9r; 


其 中 f€ C”(V;R), 易 证 了 -满足 切 向 量 场 的 两 个 条 件 : 


(1.2.2) 


OF fit Aafa) А ft ,il 
ү д д 
G (Л) лу А, i=l 
Moh ЛЄ С” (У; В) AMER #57, ,下 -线性 无 关 ， 


B, -EV Ьа. W С°(М;Т(М))Ж M" 上 
дх\ дх„ 


的 全 体 光 滑 切 向 量 场 构成 的 集合 ,其 中 ТОМ) М" 的 切 从 , 即 
T(M)= U Tp(M)= {XpE Tp(M)|PEM| 


是 M 上 每 点 所 有 切 向 量 构 成 的 集合 , T(M ) 是 2n 维 光 滑 流 形 . 
任 XEC”(M;T(M)), 有 


а ,9 
Х= х э (1.2.3) 
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其 中 X: = Х(х J€ С°(У;Е), = 1, n. 2%, (1.2.1) 
及 式 (1.2.2)， 得 了 205 ) = 6;. V 上 的 余 切 标 架 场 为 dzi: 


ах с=т= С” (V;R),dz;(X) È Х(а) 
(1.2.4) 
Ep Хх ЖУ ЕН ЫШ ШЖ, ХС C~(V;T(V)). 易 证 dz， 
满足 余 切 向 量 场 的 条 件 : 
ах (АЛХ + РХ) = fidxi (XI1)+ Рах, (ХХ), = 1,9, 
其 中 X,,X, Є C%(V;T(V));/fi,f € C”(V;R), P H 


9 
йг, da, 线性 无 关 . 易 见 dzi| э | = yrðu = 1,8, = 0( Z 
J 


j). ЭТ | э | S \4х, | 是 对 侦 标 架 场 
(V, pizi Xr) 和 (Wy ,yi1,… Yn JE M" ЕР 点 的 两 
个 相交 坐标 系 . 
(1) 设 流 形 М" 上 的 (1,0) 型 张 量 场 ( 切 向 量 场 )X 在 两 坐标 
系 下 的 表达 式 分 别 为 
. 8 ту; 9 
Х = эх ў PX = х у 
其 中 X: = X(x=,),Xi = X(y;)€ С°(У П W;R), 则 分 量 ( 坐 
т) X: fü X: 之 间 的 变换 公式 为 
= 255 x | = 1, n (1.2.5) 


дер = m: ) .pe C~(VN W;R), 上 式 及 今后 约定 ， 


求 和 符号 下 面 的 i 或 j,k 等 表示 从 1 到 nn 求 和 . 
(2) М" 上 的 (0,1) 型 张 量 场 ( 余 切 向 量 场 )9 在 两 坐标 系 下 
的 表达 式 分 别 为 


6 = 218.42, #19 = 216,5, 
其 中 0 = o(s) - [2 -js CCV n w;R),M 0, 90, M 
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的 变换 为 


0, = У) 56, у = 二 (1.2.6) 


注 切 标 架 场 | 元 -| 和 | 5 | 之 同 及 余 切 标 架 场 1dzi1 和 
jdy | 之 间 的 变换 公式 为 ; 


2 = = а = У) 53а (1.2.7) 
j i J 


ў = 1,2,5, 


别 为 


T = 2 xs зу, ©” EEN б ау, © = @ dy, 


MAE иг ZERAN 


aa ду, ду, дух, дх, i 
Ж t 一 а, ZA ¿... Эт . TA а. y, 。 A 
(1.2.8) 
此 式 也 是 经 典 微分 几何 中 定义 (r,s) 型 张 量 场 的 根据 . 当 = 1， 
s= 0 就 是 式 (1.2.5), 当 x = 0,s = 1 就 是 式 (1.2.6). 
特别 地 ,对 М" 上 的 (1,2) 型 张 量 场 , T 在 两 坐标 系 下 的 表 
达 式 分 别 为 


T= Dar - Q dz; Q іх, MT = У. эу, ® ay, @ ду, 


M 与 11 之 间 的 变换 公式 为 


| рт GETEN i 


Tns = Jx, 3yo ду, ` © (1.2.9) 
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+ (52-94, Q dzi |(ь,х,ү) 
= (зт. iy Юаш, Y) = a (Fj (о) (л) 
2. 线性 联络 的 定义 及 线性 联络 的 局 部 表达 式 

定义 1.2.1 ЙИ ЖМ" 上 的 线性 联络 ( 仿 射 联络 ) V 是 一 个 映 
Ж V:C”(M;T(M)) x C°P(M;T(M)) > C°%@⁄(M;T(M)) ж 
足 

(1) Vx(fY + gZ) = (Xf)Y + fVxY + (Xg)Z + g VxZ 

(2) Vixen Z = fVxZ + g VxZ 
其 中 f,g € C°P(M;R);X,Y,Z € С°(М;Т(М)), VxY 称 为 
切 向 量 场 Y ib] PI Х 的 协 变 微 商 . 

(У, Фф, zits, ) ЮЖ Mr EP 点 的 坐标 系 ， 我 们 用 
Ху," X, 表示 V 上 的 一 般 切 标 架 场 ， 对 偶 为 ol e.o", Вр 
w (Х,) = õi H el1,…,e, 表示 VV 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 . 对 偶 为 
ws san о (ej) = 6;;V 上 的 坐标 切 标 架 场 为 -2 9 


ЯНЕ а.а, BD dz | эт, | = 5 
对 任意 X, Y € C~(M;T(M)), 有 
Х = Ха'Х,, Ү = УХ, 

其 中 а = o (X),B; = (У) Є юа Ë 

Vx X, = 2 TX, i,j = 1, (1.2.10) 
其 中 ri € С°(У;Е),Г% 称 为 线性 联络 在 坐标 域 V 上 的 联络 
系数 (christoffel 符号 ) . 由 定义 1.2.1 得 | 

VxY = > (xpə* + >r. ahi )X, 


- Ух (P, )+ >e |, (1.2.11) 
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мх, = 0-х = DX у- гут Жеп» 


VY = [эх w + Уг xY) = (1.2.12) 


д Y“ үа 
v2Y = > + Dry sa (1.2.13) 
щ X, = e; R}, X = XXen Y = үө, 
V.Y = 2 (e Суб» Уг; ү? )e, (1.2.14) 


定理 1.2.1 VEREM 上 的 线性 联络 , (V,p,zi) 和 
(Wps) EP 点 的 两 个 从 标 系 设 | 


=r 9 
V = = = >r, ў T V дур _ рэе ду, 
则 P+ ЫГ, 之 间 的 变换 公式 为 


_ ay Ix; д ду, д?х, 
Г”, = > 了 了 Spi + + У) > _ Tj (1.2.15) 
ав хь оу, Ув j j a Ув 


ijek 


证 明 ; 由 式 (1.2.7) АЕ 1.2.118 ` 
T 9 9 а 92; 9. 
Уруз = Рз TAD | 


ду 9 ув ду Р дур д2; 
- у) 5и 3 ушр, 0. 
9 Ya? ув КА F >” 25 20 
д? х, s? д 
= 一 了 za -二 
Е > 区 Эх > +27 СИ 23y 3z, дх; 
— > > ду, Prj a DE oTi 92; г* 9 
дх; ду, эв 地 ду, дув n Г» дт, 
= |5 ду, ёт, ， ay Әх, д2 sl 
К дт; ду, дуз ДА, 92, ду, дув Ë 19у, 


Н ЕВЗ (1.2.15). 
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3. 线性 联络 举例 


例 1 HM = К.Ү = DY € Cc"(R";T(R")), 
其 中 yi = Y(z;)€ C”(R";R), 任 XE C°>(R";T(R")),3Ë 
NEK VA 

У,у У)х(ү5— (1.2.16) 


жуу = У) 52-0052, VER 上 的 线性 联络 ， 


证 明 : 设 = >Z 5 € С" ("ТСЕ"): 7, 
g€ С”(Е"; В), H 
(1) Vi(fY + gZ) = Уу У (ЛҮ? + gZ) 
= Ухо + eZ). 
= X L(XY )+ Yİ (Xf)+ g (XZ:)+ Z (xg) l3 
= - уруу (Xf)Y + gVxZ + ( Xg)Z 
(2) Vx. aZ = DOUX + вҮ)2 у- 


= 2 Lf(XZ )+ в(12)152 = = fV,Z + g V,Z 
由 定义 1.2. 1 知 ， VÆR” 上 的 线性 联络 ,又 因为 
д д а 
VÈ Jz T Ig D a7 = OM Г, = 0 (1.2.17) 
因此 R” 上 的 这 个 联络 V 称 为 平坦 联络 ,R” ü F JH KK К 25 [Н]. 
Ж BR 上 有 一 个 整体 坐标 系 , 若 定 义 5 = 0, 则 由 式 


(1.2.12) # VxY = DX( ү')52-, тї VS R" 上 的 线性 联络 . 


注 ЧМ" = R" 时 ,3 于 = (0,-.,0,1,0,...0).i= 1,0, 
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n 是 标准 正 交 基 . 对 任意 Y € C”(R”;T(R”)), 有 
Y = (Ү!,--,Ү"') = Ук 天 


її = 就 是 坐标 函数 Y' 沿 切 方向 求 导 . 

例 2 设 M= Н = |(ту,х›)Є Е? |=, > 0j 册 Poincare 双 
曲 上 半 平 面 ,因为 Н? 只 有 一 个 坐标 域 , 故 可 用 ГЕ ЖЕ ХН? БА 
线性 联络 Y ; 


2 1 2 1 
Pa = Га = Га = Га = Z 
Гг = Гр= ГЪ = Г = 0 (1.2.18) 
a ЭШЕ, 
Vi з= ATi gr АШУ ХУ 
vy [хү - (хуга х?ү!) |.2- 
2 1 


+ [ Ху? +-(х'ү!- х?ү?) ] 2 
х7 9х2 
2 
= хи + 21 гух? laa 

2 2 
其 中 X = У), Y = DY € С°(НТ(Н?)), BE 

i=1 Ti j=1 Tj 
V E: H? 的 线性 联络 . 


1.3 ”线性 联络 的 存在 性 及 诱导 联络 


我 们 先 介绍 流 形 М" 上 的 单位 分 解 定理 ; 
定理 1.3.1 |A, 5 ÆC ЖМ" 上 的 任意 开 覆 盖 , 则 
存在 С° 函数 族 G = |gs18 = 1,2,…| ,使 得 
(1) ga > 0,8 = 1,2,5 
(2) {ЕР € M" ,存在 已 点 的 领域 Vp ,使 得 只 有 有 限 个 gs 在 
Vp 上 不 为 零 ; 
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(3) 对 每 一 点 PE М", У) g (P) = 1; 
p=1 
(4) 对 每 个 gs € G, 存 在 一 个 A。, 使 得 suppgs C A。, 其 中 
ѕирряр = [P € Mlge(P) 550] 称 为 函数 gg 的 支 集 . 
满足 定理 中 各 性 质 的 函数 族 G 称 为 从 属于 {A。| 的 单位 分 
Ж. 
1. 线性 联络 的 存在 性 定理 


定理 1.3.2 任何 C” 微分 流 形 M" 上 一 定 存在 线性 联络 只 
证 明 : 设 | У,} 是 М" 的 坐标 材 盖 , 相应 地 有 一 族 单位 分 解 
lz.) ,使 得 
suppz, C Vs, 0<z,<1, У), = 1 


H 848488 V, 上 存在 局 部 切 标 架 场 |32-，…,5 -| ,在 


V。 上 定义 平坦 线性 联络 六; 
VzY = D (ху); 
其 中 Y = DY ,在 Mr 上 定义 联络 了 为 
VxY = D g, РҮ (1.3.1) 


我 们 证 明 VE M" 上 的 线性 联络 .事实 上 ， 
(1) Vx(fY + gZ) = > g,V*(fY + gZ) 


= Diel (XP) Y + f VY + (Xg)Z + g ( VIZ)] 
= (Ху) eY + f Dig РҮ + (Xg) DgZ + g У), У 
= (Xf)Y + fVxY + (Xg)Z вт | 
(2) VxrarZ = Ув, Р YZ 
= Zelf WZ + g VIZ) = /ViZ + gVyZ 
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ЖИ VÆ М" 上 的 线性 联络 . 
2. 诱导 联络 


引 理 1.3.1 设 Y 是 ” 维 C” 微分 流 形 М" 上 的 线性 联络 ,V 
是 М" 的 开 子 流 形 ,X, YE С°(М;Т(М)),ШЖ X у= 0 或 
Yily=0, 则 VxY ly=0 

证 朋 :(i) 设 Ylyv=0,VPEV,gE€C”(M;R). 只 须 证 明 
[( VxY )g ](P) = 0, 现 选取 FE C”(M;R), 使 得 f(P) = 0, 
flim-v = 1, fY = Y, 从 而 

( VxY)g = (VxfY)g = (Xf)( Yg) + f( VxY )g 
因为 Y iy = 0, 所 以 对 任 PE V,# Y, = 0,X (Р) = 0, 故 
[( VxY )g (Р) = (Хр) (Уре) + f( P) ( VxY )pg = 0, ДНР 
任意 性 可 得 证 . 
Gi) # X I, = 0, 如 上 选取 f,# X= XX, 从 而 
( VxY)g = ( VxY )g = f( VxY )g 
所 以 [( VxY )g ](P) = f(P)( VxY )pg = 0. 

(1) 整体 联络 了 诱导 局 部 联络 VV 

设 V 是 M" 上 的 线性 联络 ,V 是 Mr* 的 坐标 域 ,PE V ,X,Y € 
С°(У;Т(У)),#Х,Ү 扩充 成 M" 上 的 向 量 场 乏 .了 . 

定义 1.3.1 V 上 的 线性 联络 VY 定义 为 

( WY) = ( VxyY),,q € V (1.3.2) 
É ХХ, 都 是 和 扩充 成 M" БЕ, ВХ |, = X,Xi|v = 
X,Y MY 都 是 了 扩充 成 M"” 上 的 向 量 场 , 即 Y|yv = ҮҮ, |, = 
Y, 那么 (Yi1 — Y)|y = 0, 由 引 理 1.3.1 可 知 , ЖУ E, 
Р (У-Ү) = VY,- РҮ = 0, 所 以 式 VY, = VxY, 同 理 ， 
Vx Y = VxY ,所 以 式 (1.3.2) WAAS X,Y 的 选取 无 关 , 所 以 - 

该 定义 合理 , 且 VY 是 V 上 的 线性 联络 . 

(2) 局 部 联络 VVU 确定 整体 联络 
设 M" 由 坐标 域 |V,W,…| 覆盖 ,在 每 个 坐标 域 上 给 出 一 组 
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函数 T ЛЕ (V, xi) EHA H BJ ВО T  #E( W ,y,) БЕНЯ 
ЖГ, ЩУП W 关 WB 时 ,T SS P 适合 式 (1.2.15), 则 由 式 
(1.2.10) 及 式 (1.2.12) 定义 了 六 上 的 线性 联络 We ， 从 而 我 们 有 
定义 1.3.2 AM"” 上 的 线性 联络 只 定义 为 
( VRY )p = (ХҮ), (1.3.3) 
其 中 X,Y € C°Y(M;T(M)),P € V C M,X = X|v,Y = 
Ylv, 易 证 由 式 (1.3.3) 定义 的 V 是 M 上 的 线性 联络 , 旦 Y 在 每 个 
坐标 域 V 上 诱导 出 联络 VV. 
(3) 子 流 形 的 诱导 联络 
设 M 是 N 的 子 流 形 ,微分 流 形 N 上 的 线性 联络 为 FP ,定义 M 
上 的 线性 联络 如 下 : 
Ж X,Y € C”(M;T(M)), 将 关 和 YY 扩充 成 N 上 的 向 量 场 
X#IY,NV zY|, 不 一 定 属于 Tp(M), 故 
定义 1.3.3 FRE M 上 的 线性 联络 了 定义 为 
( VxY)p = (V 3 Y)p, ЕТМ) ERRE (1.3.4) 
或 记 ( VxY )p = (V 2Y), НІЗ, И ЖШ,Н VET 
流 形 M 上 的 线性 联络 . 
B| iZ N = R :是 平坦 欧 氏 空间 ,V Æ R! 上 的 联络 , 设 
М" = {x = (zzarE К"*!|х„, = Orzo)| 
是 R"*! 中 的 超 曲面 М" 的 切 标 架 场 为 


9 _ (0 
дх; 


dx; Е 


ал = З, M" 上 的 单位 法 向 量 场 是 


я 二 一 一 一 (Л: 
超 曲 面 М" 上 的 线性 联络 只 定 义 为 
VY = VY- Bg(V Yrende (1.3.7) 
其 中 £ 是 К"! 的 通常 内 积 ， 因为 Elenin) = 1, 所 以 
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1, (1.3.5) 


f, - 1) (1.3.6) 


Ë ( VxY ,en+1)= 0, 从 而 VxY € C”(M;T(M)), 易 证 : УЙЕ 
性 联络 的 条 件 (1) 和 (2). 所 以 V 是 M 上 的 线性 联络 ， 
定理 1.3.3 W XE C%@⁄(M;T(M)),P € M,# Хр = 0, 
则 对 一 切 YE С°(М;Т(М)), A 
(VxY)p = 0 (1.3.8) 
它 等 价 于 : 设 久 ,XE C 9(M;T(M)),P € M,# Xp = Xp, 则 对 
一 切 YEC”(M;T(M)), 有 
( VxY )p = ( VxY )p (1.3.9) 


证 明 : 设 (V ,9 ,zi) 是 P 点 的 坐标 系 , 则 X= >x: = -而 Xp 
= У\Х'(Р) | = 0ӘХ'(Р) = 0,7 = 1, ,n. 所 以 ( VxY )p 
i 11Р 
= X V2Y\ = i 2 = 
(> ах, ). = 2 (P)( Vs Y ), = 0. 
注 1 定理 1.3.3 说 明了 ( YxY)p 只 依赖 于 XP. 
#2 W Y E С°(М;Т(М)),РЄ M,# Үр = 0, WJ 
( VY )p Z 0, ЮЖБ: Y,Y € С°(М;Т(М)),РЄ M, 
# Yp = Yp, 则 ( VxY )p Z ( VxY )p. 
实际 上 : 设 (V ,zi) 是 P 点 的 坐标 系 , 则 Y = DY 3T УЬ 
= XY (P) 28 = 0 Y'i(P) = 0,2 = 1,…,n 
i z P 
‚д 
VY) = | V. “一 
( x )» | x2” Y s=), 
= 2XY'(P) 元 


+ Уу) Р з), 


= Уху? т = 0. 
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1.4 ”线性 联络 的 挠 率 张 量 场 和 曲率 张 量 场 
L 诱导 张 量 场 及 括号 积 


定理 1.4.1 8 0:С°(М;Т(М)) хх C”(M;T(M)) 
=> C%⁄(M;T(M)): (Xi1,,X,)— 0(X1,…,X,) 是 C”(M;R).- 
上 的 s 重 线性 映射 , 则 9 诱导 出 M EA, s) 型 张 量 场 
0:C°%@⁄(M;T'"(M)) x C°P(M;T(M)) x 

x C?(M;T(M)) = C”(M;R) 


(wX X.) =(Ө(Ху,з.,Х,)) (1.4.1) 
这 里 weE C%“(M;T*(M))= ЛІМ) = 1M 上 余 切 向 量 场 ,或 一 
次 微分 形式 | ,我们 也 称 9 为 M 上 的 (1,s) 型 张 量 场 . 

证 明 : 只 证 9 是 线性 映射 便 可 . 
(1) 9(fiwit+ faw2, Xi, X,) 
= (fiwi+ frw2) (G(X1,, X,)) 
= fiwi(0(X1,,X))+ fw2(0(X1,, X, )) 
fiô (w Xi, Xs) + fð lw Xi," X.) 
(2) 0O(e,Xi, U fi Xi + foX;,, X,) 
o( fiO (Xi X X) + f0(Xi,: X... X.) ) 
= fi (w, Xis Xit Xe) + fad (w, Xi XiX) 
其 中 fifa € C%⁄(M;R),X,,X, € C°*(M;T(M)),ei, o € 
А!(М). 所 以 6 是 M 上 的 (1,s) 型 张 量 场 . 
我 们 在 流 形 M 上 的 全 体 光 滑 切 向 量 场 构成 的 集合 C”(M ; 
T(M)) 中 引进 一 种 新 的 运算 一 一 括号 积 . 
定义 1.4.1 P X,Y € C”(M;T(M)), 向 量 场 X 和 Y hy 
括号 积 [X,Y] 仍 是 一 个 向 量 场 , 它 由 下 面 的 映射 给 出 : 
г. J:C%@⁄(M;T(M))x C”(M;T(M))—> С°(М;Т(М)) 


(X,Y)—>[X,Y][X,Y1fF X(Yf) — Y(Xf) 
(1.4.2) 
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或 [X,Y]pf = Xp( Yf) ш Yp( Xf), ЖФ P Є M,f,[X, Yjf € 


С°(М;Е). 
括号 积 具 有 以 下 性 质 : 
定理 1.4.2 设 XyEC”COMITCM)), 则 [X,Y] € 
С°(М;Т(М)). 


Ë “该 定理 的 证 明 留 作 习题 ,只 需 验 证 以 下 两 条 ， 
OIX, Y] Afi t А5) = АХ, ҮІ + A| X, Y]1f; 
GD [X,Y] Р) = AIX. YIA + HEX, ҮА 
定理 1.4.3 设 1 Є R,X;,Y;,X,Y € C”(M; 
T(M)),i = 1,2, 则 括号 积 有 以 下 性 质 : 
(1) 双 线 性 :[ AXI + АХ, Y]= А, [Х,,Ү]+аА,[Х›,Ү] 
[Х,А,Ү, + АҮ) = АХ, Ү,]+А,[Х,Ү) 
(2) ЕЖЕ: [XW Y] =-[Y,X] 
(3) Jacobi 恒等式 成 立 : 
[[X,Y],Z] +I[Y,Z],X]+[[Z,X),Y] = 0 
(1.4.3) 
或 LX,[Y,Z]] +[Y,[Z,X]] +[Z,[X,Y]] = 0 
证 明 : 只 证 (2) ,其 余 留 作 练 习 . 
对 任意 f € C”(M;R), 因 为 
[X,Y]f = Х(ҮЈ) ~ Y(X/) 
=- {Ү(Ху) ~ XXYf)] =-[Y,X]f 
又 任意 ,所 以 [X,Y] =-[Y,X]. 
定理 1.4.4 设 X,Y EC”(M,T(M)), 则 对 任意 函数 F, z 
€ C™~”(M;R), 有 
УХ, gY] = felX, Y] -glYf)X + f(Xg)Y (1.4.4) 
特别 地 : 
[fX,Y] = f[X,Y]- (Yf)X 
[X,gY] = g[X,Y]+(Xg)Y 
R: EER k € C”(M;R), 有 
[X,gY]h = (fX)X((gY)(h))- (gY)((/X)(h)) 
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= /X(g : Yh) — gY(f - Xh) 
= f[(Xg)(Yh) + gX(Yh)] - g[( Yf)(Xh) + fY(Xh)] 
= fg[X,Y]h – g(Yf)(Xh) + f(Xg)( Yh) 
= |fe[|X,Y]- g(Yf)X + f(Xg)YIh 
又 任意 ,所 以 (1.4.4) 式 成 立 . 
定理 1.4.5 设 (V,g,zi) 是 M 的 任 一 坐标 系 ,X = 


i _9 ;9 
Мх a = МУ y M 


(2) [X,Y] = >> [x 55 EZ 
WERA: (1) fE f € C”(M;R), 因 为 


Ə д 8 д 9 了 


a [9(f° e!) ә [fe g), 
ETA 


J 
205... g- 2 
Dr дг; P P 9 
-Zeg 29) 

9ғ;Әғ; ? днд, 


X ж и [55] 0. 


,于 | = 0. 我 们 有 


9 
Ix; 9x 
ко Го и] piera] 


9 
ee [5®.э®]- w э 5 + x 5и 2 | 


Tj дт 


De Na 


Ti 


(2) 由 定理 1.4.3 及 定理 1.4.4 及 | 
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2. 线性 联络 了 的 挠 率 张 量 场 了 


定义 1.4.2 RH T:C%°⁄(M;T(M))x C”°”(M;T(M))— 
C%*(M;T(M)) 定义 为 
T(X,Y)= VY - V,X -[X,Y] (1.4.5) 
显然 工 是 M 上 的 (1,2) 型 张 量 场 ,T 称 为 线性 联络 Y 的 挠 率 张 量 
场 . 
定理 1.4.6 REKE TAFE 
(1) 反 称 性 :T(X,Y) = 一 T(Y,X) 
(2) 双 线 性 : 
Т(АХ + РХ, У) = fiT(Xi, Y)+ /„Т(Х,,Ү) 
T(X,fiY1+ РҮ) = fiT(X,Y,)+ fsT(X,Y;) 
其 中 Л,» € C°(M;R);X,X,,Y,Y, € С°(М;Т(М)),і = 
1,2. 
证 明 :(1) 
T(X,Y) = VxY - VyX - [X,Y] 
=- (VyX -— VxY -[Y,X])=- T(Y,X). 
(2) 
T(fiXi + foxX,, Y) 
= Vi x, +f,x, Y - Vy(fiXi + fzX,)- [fiX i + РХ, Y ] 
= f. Vx Y + f Vx Y ~ (Yf1)Xı - fi VyX, - (ҮР)Х, 
- f.VyX, - АХ, Y]+ (Yf,)X, - $,[X;, Y]+ ( Yf, ) X; 
= ЛТХ, Y]+ fšT(X,, Y) 
同 理 可 得 
T(X,fiYi+ РҮ) = fT(X, YI)+ рТ(Х, Ү,). 
Ж 1.4.7 B VÆPABERR, X, X, 是 V 上 的 一 


般 基 向 量 场 , 设 VxX; = 2 iX, T(X,,X = DTX, 
k £ 
[X,,X,]= 21С;Х,, + Dy Th, Ch Є С"(У; В), Я) 


у? 
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(1) TË =- T$, Am T; = 0 (1.4.6) 


(2) тё = T$ -r}- C} (1.4.7) 
证 明 :(1) 因为 
TAX = T(X;,X,)=- Т(Х,,Х;) = - УТАХ, 
ЖИ Ti = - Т! 
(2) 因为 


STEX, = Т(Х;, Ху) = УХХ, - РХ, - [ХХ] 
= У\ (Г - ri- С* )х, 
kË 


k 


` k _ k k 
所 以 Ti = Ph - r- Cy. 
Ə 
注 当 X; = эт 时 , 式 (1.4.7) 为 
Т* = pt -TF (1.4.8) 


好 U ji 
. . Я 
Ë x = ХХ 5 = LY си 1.4.618 


ТХ, Ү) = DTX 5— (1.4.9) 


ПЕ: 


定理 1.4.8 (У, Ф, х) (У, DJEP 点 的 两 个 坐标 
ə 9 3 
R ThE] у э) = УТ эу 则 有 


у 22 02 T k 


@ ат; @ dz; 是 (1,2) 型 张 量 场 . 


所 以 T= DT; 


5 
2- k _д 9 Sr _д 
证 明 :因为 V2 э = Уг 5. Vè Зу ЭЕ: 
式 (1.4.8) 及 式 (1.2.15) 得 
Tr = Pr = Pa 
— > ду, д Tj ду, Ix; д2}; r: 
9z; ду,дув „дл, ду, Pyg Ë 
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У) ду, 22 z; У) ду, 9х: д2; ,hk 
7 92; урду. Type ° 


_ У) ду, дх; дт; 
2 а 92ь ду, дур Ë 


定义 1.4.3 车 微 分 流 形 M"” 上 的 线性 联络 只 的 挠 率 张 量 场 
ТУЗЕ, Д УУМ" 上 的 无 挠 线性 联络 . 
显然 


T=08 T} =0,i,j,k = 1,2,--,п (1.4.11) 
定理 1.4.9 无 挠 线性 联络 Y 总 是 存在 的 . 
证 明 : 设 线性 联络 的 联络 系数 为 , 令 
Л, = (Ty + ГУ) 
则 f = ДЬ, (У›,е,х;)#П(У,ф,у,)&Р 点 的 两 个 坐标 系 , 由 
式 (1.2.15) 得 


Г” 一 ду, 922; У) ду, Әх, Әх, k 
P 4449дх,ду„ду, (4 Әль ду, дур Ë 


故 
f = Y(Pu + Гь) 
ду, а? х. ду, дх; д2; 
= 2] $х, By. + 22 Эл, зу, эу 

所 以 fi 是 某 个 线性 联络 豆 的 联络 系数 ,由 /5 = fi Ж,У ЖА 
线性 联络 . 

定理 1,4.10 任意 一 个 线性 联络 了 总 可 以 分 解 成 它 的 挠 率 
张 量 场 T 的 倍数 与 一 个 无 挠 线性 联络 的 和 . 

证 明 : 设 Г, 是 线性 联络 Y 的 联络 系数 ,由 定理 1.4.9 m,r; 


= (Ti + Га) НВУ 的 联络 系数 ,由 式 (1.4.8) 得 


= 1 k k 1 k k k 
D; = s (T; + Г) = F(TstT;- Т) 
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1 = 1 = 
即 г“ = > Т; + Гі, Vx X; = FT(Xi, Xi)+ Vx X, 


VxY = trex, Y)+ VY. 


з. 线性 联络 了 的 曲率 张 量 场 


定义 1.4.4 #+ R(X,Y) = VVy- VyVx ~ Vrx yl 
称 为 线性 联络 V 的 曲率 算 子 ,R(X,Y) 由 下 式 定 义 : 
R(X,Y):C%“(M;T(M))— С°(М;Т(М)), 
R(X,Y)Z = Vx( VyZ)- Vy( VxZ)- Vix, yZ 
| (1.4.12) 
Ti R:C%(M;T(M))x С°(М;Т(М))х С°(М;Т(М)) 
一 C”(M;T(M)) EXX R(X, Y,Z) Š R(X,Y)Z ,R 叫 线性 
联络 的 曲率 张 量 场 . 
定理 1.4.11 WRAT R(X, Y) 和 曲率 张 量 场 R 有 如 下 性 
Ж: 
(1) 反 称 性 : R(X,Y) =- К(Ү,Х), МЇ R(X,X) = 0. 
(2) 三 重 线 性 性 质 ， 
R(AAX, + fxsX;, Y)Z = fiR(X,,Y)Z + f, R(X,, Y)Z 
R(X; Ai Yi + fxsY,)Z = fiR(X,Y1)Z + ,R(X ,Y;)Z 
R(X,Y)(fiZ + fsZ)= AR(X,Y)Z + fsR(X , Y )Z, 
其 中 fi, € C”(M;R),X, X: Y, Y:,Z,Z; € C°(M;T(M)). 
证 明 : 只 证 (2) 中 的 第 一 式 , 因 
R(X, + X;, Y)Z = Vx. x, VyZ — VyVx ,x,Z — V [ x+x,.y JZ 
= Vx VyZ+ Vx VyZ ~ Vy( Vx, Zit Vx,Z) 
- Vix y] — V[x,,y JZ 
= Vy VyZ- VyVx Z- Их.) + Vx VyZ 
一 Vy Vx,Z - Vrx,.v1Z 
R(X,,Y)Z + R(X,, Y)Z 
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R(/X,Y)Z = Vx VyZ – Vy VZ- V ( x,v Z 
= fVxVyZ — Vy(f VxZ )— ўсх, у]-(үрх 
= Г 02 (YF) VA fVy 2 -ff Vx yZ + (Yf) V,Z 
= fR(X,Y)Z 
所 以 R 关于 第 一 个 变 元 是 线性 的 , 同 理 关 于 第 二 、 第 三 个 变 元 是 
线性 的 . 
定理 1.4.12 设 V 是 M”" 上 P 点 的 坐标 系 ,Xi1,…,X, 是 V 


上 的 一 般 基 向 量 场 , VxX， = = Xr; Xe, [Xi,X;] = DCE, 
R( Xj X, )X, = 一 > RX, M 则 有 


(1) Ri =- Rio A Ru = (1.4.13) 


(2) Ri = > (pir, -Ce 
_ СУГ,» (1.4.14) 


其 中 Pi ,Co ,RE C%(V;R). 
证 明 :(1) 由 定理 1.4.11 的 (1) 得 


кых, = R(X,,X,)X, =- R(X,,X,)X, =- >)В1Х, 
所 以 有 Кы =- К; | 

(2) 2R;X, = К(Х;,Х,)Х, 
= Vy (YxX,)- Vx (VxX:)- уруу ух, 
= Vx, (2rix,)- Vx. (гух, )- V Sex: 
= D [2 (ruri - TTS)+ X (Tk,)- Х,(Г»)- сг! ]x, 
比较 两 边 得 式 (1 4.14) 成 立 . 

当 X, = эт. 时 ,(1.4.14) 式 为 


д 
Ra = D u ГЬГ,)+ 5 rh -r 
z; 9zk ) 


(1.4.15) 
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2 
дт” 


N _ i 9 _ 1 9 = k 
R x = >Х Jz Y У 5272 > 
由 定理 1.4.11 得 


R(Y,Z)X = У RXYZ зт (1.4.16) 

定理 1.4.13 (У, p 2) (0,0, у) М" ЕР ARK 
Уж: N R SR py LARENN 

Riy = >) дуз дж Irj Әлі (1.4.17) 


дт, ду, дув ду, F 


ij k.1 


所 以 R 是 (1,3) 型 张 量 场 ,并 且 
R= УУК SU dr 9 dz Q dr, (1.4.18) 
让 六 Tı 


1.5 ”外 积 、 外 微分 及 线性 联络 的 结构 方程 


本 节 要 用 到 流 形 M" 上 的 一 次 微分 形式 的 外 积 及 外 微分 的 概 
念 ,为 此 我 们 先 介绍 : 


1. 一 次 微分 形式 的 外 积 
É М" 是 n 维 C” 微 分 流 形 ,wi,w, Є AM) = 
C~(M;T*(M)),wi 与 w 的 外 积 o, A o, 由 下 映射 A 给 出 : 
A:AI(M) ХАМ) = A2(M) 
(e, A оз) (Х.Х) wi( Xi1) wa X2)- (Хә) (Ха) 
(1.5.1) 
其 中 XX, € C”(M;T(M)), 显 然 有 (wi Ло) (Х,,Х,) = 
一 (wi A о) (Х,Х,), В w] A wz 是 M 上 的 二 阶 反 称 协 变 张 
量 场 , B] o A w Є A2(M). 5 (1.5.1) 是 函数 的 等 式 . 由 
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式 (1.5.1) 得 
wi А w =- w А ww Aw = 0 (1.5.2) 
Ж ”一 般 情形 下 ,车 w€ A'(M),0 € ЛМ), Ао Л 0 
由 下 面 的 映射 给 出 : 
A:A'(M) x A'(M)— А (M) 
(о Л @)(Хү,--,Х,,Х,,,, X...) 
SD жос (Xo Xa) (Хирона) 


КЕТ 
(1.5.3) 
其 中 置换 so € pl(r+s)= |r+s 个 字母 的 全 体 置换 | ,sgno Æo 的 
符号 函数 , 当 是 偶 置 换 时 ,sgnc = (—1)° = 1; 当 o 是 奇 置换 时 ， 
sgno = (— 1)° = - 1. 
特别 7 = 1,s = 2 时 ,w € A!(M),0 € А?(М), (1.5.3) 
为 
(о Л 6) (Х,,Х›,Х;) 
= +[e(X,)0(X,,X,)- e (X,)0(X,,X,)+ ь(Х,)ө(Х;,Х,) 
— о(Х)0(Х,,Хз) + (Хз) 0(Х,,Х,)- o(X;,)0(X,,X,)] 
= (Х,)0(Х,Хз)+ „(Х)0(Хз,Х,)+ œ(X3)0 (X1, X2) 
易 证 :外 积 满足 左右 分 配 律 ,并 且 有 
定理 1.5.1 设 w€ A'(M),0 € ACM), Д] 
wA = (~ 1)”0Ao (1.5.4) 
由 此 可 得 式 (1.5.2) 成 立 ， 并 对 余 切 标 架 场 dri,…， 
dr, € A'(M), 有 
dx, Л dx; =- dz; A 人 dzridr Л dz; = 0 
设 wron € ACM"), А 
w А” Л ор А o; 
=(- 1) lo; Aw ASA @;-1 
>w Л A o, А А о, 
= (1) lo, A в, A Аф Л A o, 
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AF 2; 表示 无 w; 这 一 项 
定理 1.5.2 Wo EC ЛА?(М"),Ш o JE M" 上 的 二 阶 反 称 协 变 
ЖЕЖй,(У,р,ту, т ,х„)&М" 的 局 部 坐标 系 , 则 
w= У) wdr А dz; = Podr A dz; (1.5.5) 


1<i<;j<n 


Kho; = о (953) (9) e € С^(У:В), 
wi = 0. 特别 地 , 当 wE A*(M3), 有 
w = owidzrl А dry + widzi A drs + wzdr Л ахз 
(1.5.6) 
Ж ”一 般 情况 , 设 w E A*(M"), 在 局 部 (V,p,x;) 上 ,w 的 
表达 式 为 


w = > w; ~i dx A A dz; 
1<i < <i <n + 
= р D обы, Л Л dz, (1.5.7) 
一 次 微分 形式 的 外 微分 


H w € A'(M) = C”(M;T*(M)) 是 微分 流 形 M" 上 的 一 

次 微分 形式 , 它 也 是 (0,1) 型 协 变 张 量 场 , 局 部 (V,p,zi) 上 ,ow 的 
表达 式 为 : 

w = ойлу 十 … + ш„йл„ = ЭСЕ (1.5.8) 


其 中 о = о (5) C~(V;R), 我 们 作 如 下 定义 
定义 1.5.1 ”外 微分 算 子 d 是 映射 d:A!'(M") 一 42(M" )， 
w = ушёл, 的 外 微分 dw 定义 为 
dw = 2 de A dx, = 2, 2; Jede А ах; (1.5.9) 


Ж “一般 情形 ,外 微分 算 子 d; MM ) л (M, k = 0, 
‚п. 式 (1.5.7) 中 的 o 的 外 微分 do 为 
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(1.5.10) 
特别 地 ,上 = 2 时 , 式 (1.5.5) 的 外 微分 do 为 
dw = У) de; Л dz, A dz; 
I<i<;j=<n 
п дф. 
= > $ Ẹda, Л dz Л да; (1.5.11) 
1<123<а k21 OXk 


定理 1.5.3 设 wEA" (COM"), 则 do = 0. 
证 明 : 设 o € A"(M"), 局 部 (V,9,z;) 上 ,w = Јах A ° 
A dx, , Н ах, Л dz; = 0, 所 以 
dæ = df A dzi А с” A dr, 


= (> эга, JA dz, 人 … A dz, = 0. 
由 此 定义 易 得 : 
定理 1.5.4 АВЕ: о, о E€ At(M);A1,42 € R, 
则 
d(Aiwi + Азаоз) = Адо + Адо (1.5.12) 
由 于 外 积 满足 左右 分 配 律 , 易 证 下 面 定 理 成 立 . 
定理 1.5.5 BoE A(M),9€ ACM), N 
de Л 6) = до Л @+(—1)» Adð (1.5.13) 
特别 地 ,ol E A (M) BF, 
(1) d(wi Л ао) = dolAos – wi А dw, 
(2) d(wi A =< Л оз) = do, А wz Л w — w, Л dwz Л w3 
+ шу А w 人 dos 


k 
(3) 4(® A A о) = D)o Л Ла ЛЛ о 
i=l 


定理 1.5.6 Bo € A (M), 1 а(ао) = 0. 
证 明 : 只 对 有 =:1 证 明 ,w € AM), ARV, pori) E 


о = Dwdri,dw = У) У) аа аа, A dz; 
i i j 1 


2 
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Ə 
d(de ) = > УУ! 元 Т dz, A dz; A dz; 
i j k 
д? w; 2w 


=0 
. D 

上 式 用 到 了 ах, A ах, = 0,dxz, Л dz; =- dz; A dregz Әл, = 
Iw; 
2x,9x;` 

例 1 Bw € A(R), о € A(R?) о € A? (R°), A R? 
只 有 一 个 坐标 系 ,坐标 函数 为 x My, IA 

wo = fw1 = fidr + fody,w = gdx Л dy 

其 中 Jofo f|o g € C” (R; R), K doo,d(dowo),dwi,d(dwil ) ， 
dwz. 


3 8 
解 (1) dwo = df = ах + 元 dy € A!(R2) 
9 9 
d(dwo) = а(э | ^ dz +d[2)A dy 
_ (2f ZE Pf 97 
Е (а= + 235%) ^de t (352z t Ta A dy 


[Zf ау _ 
T E 5295 |%= A dy 一 0, 与 定理 1.5.6 吻合 . 
(2) do, = df, A dz + df, A dy 


= (Lar + Za )A dz + (Haz + Bay JA ay 
= (32 -Fa A dy € A? (R?) 
由 定理 1.5.6 得 d(dwi1)= 0. 


(3) dwz = dg A dz 人 dy = (25а. + dy ]A dz A dy 


a д 
| = 5Е4х Л dz A dy + 74у A dz A dy = 0 5 
定理 1.5.3 吻合 . 
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з. 外 微分 d 与 括号 运算 [,] 的 关系 


定理 1.5.7 Po € A'M), Х,,ХЄ C”(M;T(M)), 则 
dw (Х.Х) = Хүв(Х›)- Xv (Xi)- о ([X i, X; ]) 
(1.5.14) 
证 明 : 因 为 4 和 X; 是 线性 的 ,只 需 对 w = fdg 来 证 便 可 ,其 中 
fg € С”(М;К), Н d(dg) = 0, 所 以 
左面 = dw (X I, X; ) 
= (df A dg + f A d(dg))(Xi ,X;) 
= (df A дв) (Х.Х) 
= df(Xi): dg (X2)- df(X2): dg (Xi1) 
= (Xif)(X;g)- (Xf) (Хғ). 
右面 = Xiw(X2 )— X2w (Xi )— e ([X, , X; ]) 
= X (fdg (X2))- X,(fdg(Xi))- fdg ([X,, X, ]) 
= X(f: Х›к)- X,(f + Xig)- f[X,. X, ]g 
= (Xif)(X;g)+ ух, (Хе) (Xf) (Хғ) 
- JX, (Xig)- f(X (X28)- Xs( Xi1g)) 
= (X f)(X;jg)- (X,f)(Xig) 
因 左 面 = 右面 ,所 以 式 (1.5.14) 成 立 . 
Ë ”定理 1.5.7 的 一 般 情形 为 : 设 o € ЛАМ), X, 
Хы € C™(M;T(M)), 则 
de (Xise Xer) 


= ÑO Dito (Xu: -Å “е ‚Х,+ү) 
+ 220-1) (1х ], Xi, Xi, Хус И Хы) 


特别 名 = 1 就 是 式 (1 5.14);k = 2 时 ,w € A2(M"),# 
dw (Х,,Х›,Хз) . 
= Xiw (X23, X3)- X20 (X, ,X;)+ X3w (X, , X2) 
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= w([Xi, X2],X3)+ w([ Xi1, X3]; X2)- o ([X2;X3]:Xı) 
(1.5.15) 


4. 线性 联络 的 结构 方程 
设 V 是 n 维 C” 微 分 流 形 M" 上 已 点 的 坐标 域 , Xi ，…,X, 是 
У 上 的 一 般 基 向 量 场 ,w',… ,w” 是 其 对 偶 , 即 w (X; )= 0, о € 
АМ) ,了 ，… BERERA da de, 是 其 对 偶 , 设 
VxX = Dro оі = Driyo (1.5.16) 
从 而 
Dh = *( VxX,)= «(Х,) (1.5.17) 
即 wi УГ, 相互 确定 ,又 pu MARERA УШ НИЕ, З 
微分 形式 w 为 线性 联络 的 联络 形式 ,由 式 (1.5.16) 和 式 (1.5.17) 
及 XB* = dB*(X) 和 wi 的 线性 性 质 , 式 (1.2.11) 为 
VxY = У [48 (Х) + > of(X)B ]Х, (1.5.18) 
定理 1.5.8 线性 联络 V 在 一 般 基 |w'} 向 量 场 下 的 第 一 、 第 
二 结构 方程 是 
(1) dol =- Уо A w + т Тш” A а (1.5.19) 
(2) 4 = Dat A oh + EDR Л o 
a Уо Лл = + 0) (1.5.20) 


其 中 n: = крз, Ла = Уа Л а 称 为 线性 联络 只 的 
曲率 形式 . 
WRR: (1) 只 须 证 明 两 边 在 基 (X,,X,) 上 的 作用 相等 便 可 . 
由 式 (1.5.1) 和 外 积 的 线性 性 质 及 式 (1.5.14)、 式 (1.4.6)、 式 
(1.4.7) 和 式 (1.5.17) 可 得 : 
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(-2 м” А w +2 Утай A “\(Х„,х,) 
-- Dle n) (х) a (X г) (Xm ) ] 


ун w (X, at (Х,)- o (X, Jo (X, )] 
=- Pi + Pi + Ti, 
=- Pi + Dh + гі, CL, 
=- Cis 
= Хо! (X,)- Хм (Xm J- w ([Xm:X,]) 
= dw (Xm, X, ) 
所 以 dw: = 一 DA w+ ЭТ Л et. 
(2) 由 外 积 的 定义 式 (1.5.1) 及 式 (1.4.13) 和 式 (1.4.14) 得 
5 Лаф + 7 Укей A ow | (Xn X,) 
= SI ө (Xm jh (KX, )— o (X; j} ( X,, ) ] 


+ Увы! w t (Xn )o' (X; )- w ( X, )w! (Xm) ] 


Ут Г, - ГАГ) )+ RÍ 


= x, (T )- X, (Ti )— МСГ, ti 


又 因为 
dæi (Х„,Х,)= Хо (Х,)- Xe (Xn) wil [Xn, X, ]) 


= X (Ti )- х, (Г) CT ti 


所 以 do} = ш А 4+ 2 AR о A w. 
Ж 第 二 结构 方程 式 (1 ， š. 20) 可 写成 以 下 等 价 形式 
0 = dol - У\а Лај (1.5.21) 
记 w = (0), ао = (dw),0 = (01). 那么 上 式 可 写 为 矩阵 形 
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R:N = dw -w Л о, ОЖЖ, о ЦОЯ. 
定理 1.5.9 设 了 是 无 挠 线性 联络 , 则 坐标 形式 的 第 一 
Bianchi 恒等式 成 立 : 
Ri t Riy + Кы = 0 (1.5.22) 
证 明 ; 因 VER те = 0, 从 而 第 一 结构 方程 为 
del =- Хој Л a 
对 上 式 外 微分 并 由 第 二 结构 方程 得 
0 d(doi)=- 4; A w + Хој Л аа 
_ > [>l A wh + DR A w |A w 
t YA A (> Желе) 
= 一 T ÈR aa Ло Л аў 
二 一 >, (Ri + R j + R ip )ай Ло Л о! 
所 以 Ri + Riy + Rig = 0. 
另 证 :由 式 (1.4.15) ЖГ = r} 得 


i i i 
R u + Кш + Кл 


i 5 i ps 9 i 9 i 
= 2 (pri - Г.Г )+ Эх 5 Әх # 
ips ips 9 i а i 
+ 2 (Dia - ГГ) + Ta g Г 
s 1 Tj 
ips i ps д i 3 i 
+ A E T+ 5 Га rl 


=0 
(У, р.) М" ЕР 点 的 坐标 系 ,3 -，…,5- 是 坐标 基 
切 向 量 场 ,对 偶 为 dzi,… ,dx , 设 
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3 _ k 9 j J 
V2 r = >r; Эт, УГ) ахь 
ИКИ. 
Ix; Ix; Е 7 дт} 
aa уы 9 
9л; Ix, дх; 7 7 ijk Ix 


则 线性 联络 在 坐标 基 |dx;| 下 的 第 一 、 二 结构 方程 是 


o=- Do A daj + ES Thdr; А ёт, (1.5.23) 
1 jË 


duj = Уш A oh + рз Ade, (1.5.24) 


1.6 KEH T AUE X 的 协 变 微 商 VxT 
1. (1,0) 型 张 量 场 Y( 切 向 量 场 ) 的 协 变 微 商 VY 


设 是 微分 流 形 M" 上 的 线性 联络 , 即 对 每 一 个 光滑 切 向 量 
场 X, 对 应 一 个 映射 Vx:C”(M;T(M)) ~ C>(M;T(M)), 38 
т 

(1) Vx(/Y + gZ) = fVxY + (Xf)Y + gVxZ + (Xg)Z 

(2) У (хз) 2 = ГА УА + gVyZ 
Еф fig € С°(М;Е),Х,Ү,Л Є C”(M;T(M)), 切 向 量 场 
VxY 称 为 了 沿 切 向 量 场 X 的 协 变 ( 共 变 ) 微 商 . 

设 (V,9,zi) 是 Mr" 的 局 部 坐标 系 ,X, ,…,X, E V 上 的 一 般 
切 标 架 场 , 对 偶 为 ovo", 即 内 (2 ) = озу, 一 是 从 村 
切 标 架 场 ,对偶 为 dzl,… ar а, эт ) = д,. 

wX, YE C%°(V;T(V)),JEZ 

X= DaX, Y = DPX; 

H a = (X), В = (Y) € C”(V;R), É V xX; = 


. 50 ` 


> rix,, W 
| VxY = Dix (2)+ Увг, x, 2 会 2, X, (1.6.1) 
其 中 pt, = Х,(8*)+ >D, m Y 的 分 量 函 数 8* 沿 切 方向 X; 的 
协 变 导数 ,由 协 变 微 商 的 定义 得 
VY = Хайр Х, (1.6.2) 
пты ау, X = DX gY = Ууз. 
X = dzi(X) = И ), Yt = d(Y) = = . y(n) c° (V, R), 
Ү* 消 切 方向 5 的 协 变 导数 YA, 为 
Ү*,= TA + Хуг, (1.6.3) 
所 以 
Vz Y = Ya ‚ҮҮ = DYL у, (1.6.4) 


注 #ує С® (м.к) А WL X, PEFR S, 就 
是 了 沿 X 的 协 变 微 商 
Vxf = XSA fi (1.6.5) 


2. (0,1) 型 张 量 场 Ө 沿 切 向 量 场 X 的 协 变 微 商 Vx6 


定义 1.6.1 设 9€ C”(M;T*(M)),9 沿 切 向 量 场 X 的 协 
变 微 商 是 映射 
Vx:C”(M;T*(M))> C”(M;T*(M)) 

( V,0)( Y) 2 V,0( Y) — 0( VxY) (1.6.6) 
RP X,Y € С”(М;Т(М)), ( V0)( Y) € С°(М;К). 
由 式 (1.6.6) 容易 证 明 , Vx6 是 线性 映射 , 即 
(1) ( Vx0)(fY) = f( Vx0)( Y) 
(2) ( Vð) (Yi + Y;)= ( V,0)( Y )+ ( Vz0)( Y;) 
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所 以 VE С°(М;Т*(М)). 
局 部 (V,p,z) 上 , 设 X = ХХ, , 0 = > 9iw* ,其 中 6, = 
0(X,)€ С°(У;Е). 由 式 (1.6.6) 得 
( Vx0)(X,)= Vx0(X,)- 0( VxX,)= Xi;( 0: )— Уг, 
于 是 得 Vx6 的 局 部 表达 式 为 
Vx0 = >)[Х,(®%)- Dori Jot a Ore (1.6.7) 
其 中 04,; = X,(6,)— ег, 称 为 9 的 分 量 函数 9 沿 切 方向 X; 的 
协 变 导 数 , 从 而 
V0 = Dabe" (1.6.8) 
再 由 式 (1.6.6) 得 
( Vxw ) (X,)= Vxw (Xi )— wi ( VxX,)=- r, 
于 是 有 
Уха) = - Гай (1.6.9) 
щ X = эт, = dz; Bt, X = Уух 527.8 = Ужа, АФ 
б, = 169 -js С" (ViR), 则 余 切 向 量 场 g 的 分 量 函数 和 沿 坐 标 
切 方向 3- 的 协 变 导数 为 


а N 
ө. = 5—0, ~ >T, (1.6.10) 
并 且 有 
V20 = S r dz,, 7,0 = X Xi dz, (1.6.11) 
i k i,k 


3. (r,s) 型 张 量 场 T 沿 切 方向 X 的 协 变 微 商 VxT 


定义 1.6.2 i T€ C °(M;T'(M)),X€ С°(М;Т(М)), 
T W X ВИ S pk Bj V, :C%> (M;T;(M))—- C” (M;T;(M)) 
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V T(0l,-., 0. Yi, Y.) 

2 үут(#', з, Үт YY) ТОРТ, 0,60, Yi Ys) 
ТО, WE, Yi Y) T01, 0, РҮ, Ү,) 
=. T(01,-.,0 Yis VxY,) (1.6.12) 

其 中 BE C°(M;T*(M)),Y, € C”(M;T(M)), 易 证 WT Ж 

r +s 重 线性 映射 ,所 以 VT € С°(М;Т;(М)). 式 (1.6.12) 是 

函数 的 等 式 . 

局 部 (V ,yp,zx;) 上 ,(r,s) BKE T Ær SEKE M s 

个 协 变 张 量 场 的 张 量 积 ， 

Т = ш 之 I X, Q= @ x, Q Roat 

其 中 ТЕ _ Т (4,7,7, Ху )є С°(У;Е), Т 也 是 

r + 5 重 线性 映射 ,在 式 (1.6.12) Ф 0! = w, = ао, Ү = 

Xu Y, = Yi ,再 由 VxX = >x, 及 Vxw =- ST eA 得 

( VxT) (а, Xa tt Xa) 

x, (tE )+ Уге 十 … + > oTi 

- ХГ, - Эни, Гг 

会 ta (1.6.13) 

rh rak E E Bir + s + 1580840388, CHAKRA T 的 分 量 

函数 сти 沿 切 方向 X, 的 协 变 导数 . 


4. 几 种 特例 
(1) 设 TE C” (MITICONM)), 局 部 上 ,T = УХ X, 
其 中 二 = T(w,w)E C%(V;R),X = >a X, ,那么 个 的 分 量 


函数 ri 沿 切 方向 X; 的 协 变 导数 为 
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ti = X, GE )+ Ун®Г + УГА (1.6.14) 
并 且 有 
VxT = Ух, @ Хь 1 = ( УХТ) (а, а) 
(1.6.15) 
VT = УХ, O X, 
ijek 
(2) Ë T € C” (M;Ti(M)), (1.6.12) 式 得 
( VyT)(e,Y) = V,T(o,Y)- T(Vxw,Y)-T(w, VxY) 
(1.6.16) 
局 部 上 ,T= D TIXO ot, HP = Т(о/,Х,)Є C”(V;R), 
T 的 分 量 函 数 瞄 党 切 方 向 X; 的 协 变 导 数 为 
tju = Х,((%)+ Уг 一 Уг, (1.6.17) 
并 且 有 . 
VxT 一 >l X. @ ot; Ыз = (0YxT)(w ,X,) 
(1.6.18) 
(з) ë T€ C”(M,T3(M)), 由 式 (1.6.12) 得 
(VxT)(Y,2) = VxT(Y,2)— T(VxY,2)- T(Y, VxZ) 
f (1.6.19) 
局 部 (4(V,p,z) 上 ,了 = Dtp C9 ww, 其 中 t = T(X;, 
X,)€ С"(У; К), 2, W X, 的 协 变 导数 为 
£a = X,(ta)- > — S D (1.6.20) 
并 且 有 
VxT = Dima O at, Ё = ( VxT)(X;,,X,) 
(1.6.21) 


读者 可 写 出 (1,2) 型 张 量 场 了 及 (1,3) 型 张 量 场 T 沿 切 方向 
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X 的 表达 式 ,及 分 量 函 数 沿 X, 的 协 变 导数 . 

Ë (1) w c C°(M;T'(M)),0 € C°(M;T;(M)), 
则 有 

Vrlo @@ 0) = Ро @@ 0 +o We (1.6.22) 

(2) # w € C%°(M;T,(M)),0 € С°(М;Т,(М)), 
则 有 
| Vx(w A 0) = Ух» Л @+« A VO (1.6.23) 
关于 式 (1.6.22) 及 式 (1.6.23) 的 证 明 留 作 练习 . 


Ж МХ, = 5 时 , 式 (1.6.14), 式 (1.6.17), 式 (1.6.20) 
仍 成 立 . 如 T= s (© dz; , ta H 的 协 变 导 数 为 
tik 


жч = 52 ба Daly = га 0.6.24) 
4 


其 中 tp = т |55) а = = (мет) 22 ): 


92; дж, 


17 ” 张 量 场 人 的 绝对 微分 DT 及 VxT 
与 DT 的 关系 


定义 1.7.1 若 映 射 D:C”(M;T'(M))-> C°(M;T' (M))# E 


(1) D(fT) = df @ T + fDT 

(2) D(T + T)= DT + DT 
其 中 FE C °P(M;R),T,T € C”(M;Tr(M)), 则 称 DT 是 微分 
流 形 M" 上 的 (r,s) 型 张 量 场 工 的 绝对 微分 , DT 是 (r,s + 1) 型 
张 量 场 . 

下 面 给 出 绝对 微分 的 局 部 表示 式 , 设 V E M" 的 坐标 域 ， 
Xi, X, E V 上 的 一 般 切 标 架 场 ,w! ,…,w" 为 其 对 偶 . 

1. WARA Y 的 绝对 微分 DT 和 局 部 表示 

НҒ DX, € C”(M;TI(M)), 故 可 设 
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DX; = >] @ X; (1.7.1) 
HP o E Cc”(M;TI(M))= C= (M; T'(M)) MARRE ој = 
Dahat I ah = oj (X.) = Dh AT ај = Dh ,所 以 
| рх, = У) ® X; = Tie ® X, (1.7.2) ` 
由 此 得 (DX; ) (X, ) = Srix, = ЖЕТ Y 和 绝对 微分 


的 关系 是 : 
(DX;)(X;)= Vx X; (1.7.3) 


或 直接 定义 式 (1.7.3), 可 得 基 X, 的 绝对 微分 DX, 的 表达 式 
(1.7.2) ,由 式 (1.7.3) 得 
(DY)(X) = VxY (1.7.4) 
设 Y = >)8Xi, 由 定义 1.7.1 得 Y 的 绝对 微分 
DY = 2)d8 @ X, + SPDX; 
= 2 (dp + 218% )@ X, 
a > DB: @ X, (1.7.5) 
其 中 DB = 48 + Dipo 
= PD [Xp)+ eres = Dw (1.7.6) 


i 


称 为 Y BJ) Y ЖЕРЕ HENA, (0,1) 型 张 量 场 ,上 式 给 出 
了 一 般 微 分 dFr 与 绝对 微分 DE 及 DF 与 协 变 导数 B*, 之 间 的 关 
Ж. 

а 


-— ,i + y= r2 k — 
МХ, = ут, = блу, Y = >Y эт, Ж Yt = dz, ( Y) 
= Y(z,)€ C”(V;R), 上 式 为 
| 9 ; 
DY? = аү* + J Yot = > | =Y + DYT} |а, 
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= > Yt, dx, (1.7.7) 
Ж ”绝对 微分 D 也 可 用 联络 符号 了 来 写 . 
2. 余 切 向 量 场 0 的 绝对 微分 рө 及 局 部 表示 
НР ow (Х,) = 是 常 值 函 数 ,并 且 Dwi € C%@( V; T2(V)), 
故 可 有 以 下 定义 : 
定义 1.7.2 о 的 绝对 微分 Do: 由 下 式 给 出 : 
(Do )(X,,X;,)+ (DX;) (Х,а) = 4 = 0 (1.7.8) 
由 式 (1.7.8) 及 式 (1.7.2) 得 
(De')(X,,X,)=- (рХ,)(Х,, ©) 
=- Dr (e @ Xn) (Х.е) 
=- Ууф (Xio (Х,) = - ГЬ 
所 以 Do: юат 
- Гі о = – Ма @ o (1.7.9) 
由 式 (1.7.9) 并 参见 式 (1. 6.9) 得 : (ро )(X,) = = 240) ( X, Ja 
=- УУГ = Vxw', 即 得 
Уха? = (Do) (Xi), Vð = (DO)(X) (1.7.10) 
上 式 就 是 绝对 微分 与 协 变 微 商 的 关系 ,局 部 (V,p,zri) 上 , 设 0 = 
ZIb ,其 中 b = 0(X,)€ C%(V;R), 由 定义 1.7.1 及 式 
(1.7.9) 得 0 的 绝对 微分 D6 为 
рө = 2146 @ o + 2 20;Dol 
= 2146, @ ш 一 Уб, Q wt 
= D [46, - 2261 ]® o 
a У\рв, Q o (1.7.11) 
其 中 0 的 分 量 函 数 % 的 绝对 微分 D9, 为 
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D8, = 40, - 2 = = Xx (0, )o' — ON i 
- D [x (8)- Sari Jet = Уз, w (1.7.12) 
注 式 (1.7.9) 也 可 由 式 (1.7.10) 确定 . 
3. (r,s) 型 张 量 场 了 的 绝对 微分 DT 
定义 1.7.3 #ТЄС”(М+ЕТУ(М)) Тє ce(M;T2(M)), 
KER G T 的 绝对 微分 D(T 的 本 ) 定 义 为 
` D(T®T)= DT@T+T@DT. (1.7.13) 


为 了 方便 起 见 , 我 们 只 求 (1,2) 型 张 量 场 T 的 绝对 微分 . 设 T € 
C”(M;TI(M)), 局 部 上 ， 


T = DLX 00 о Oat 
由 定义 1.7.1 及 定义 1.7.3 和 式 (1.7.2 及 式 (1.7.9) 得 
DT = ЭШ ОХ, @ ө” ба + уиуу, Q о @ а^ 
+ Уух @ Dw Q а + Ух @ w @ Dot 
- Xa e x Саі б ай + Умум @ X, @ o O o 
T Sua, 四 э Q =! ой 
- SLOG УӘ ш 
= D (4 + Уй Do- Dro Oo @ a 
2 EDLO x, @ ë @ (1.7.14) 
T AHRR i 的 绝对 微分 Dr 为 
ро, = + Dirko - Driel - Уг = Уныш 


(1.7.15) 
并 且 有 i 
VxT = (DT)(X) (1.7.16) 
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式 (1.7.15) 给 出 了 如 的 协 变 导数 与 绝对 微分 的 关系 ,也 就 是 
说 ,要 证 明 有 关 协 变 导 数 的 命题 ,只 需 计算 其 绝对 微分 便 可 . 
定理 1.7.1 B VERORE M 上 的 无 挠 线性 联络 ,R = 


кых, Ө w i @ а Q o! 是 (1,3) 型 张 量 场 , 则 第 二 Bianchi 恒 


等 式 的 局 部 表达 式 成 立 : 
| Rina + Rime + Rim = 0 (1.7.17) 


WERA : Riy 的 绝对 微分 是 
DR 和 = акы + 2) е, - SR - 2), - D Rimo 
= X Riu, mo” (1.7.18) 
由 线性 联络 了 的 第 二 结构 方程 Qi = dwi - ай Ла Ж 
形式 0 = 2 Ука A 必得 
d = d(dol )— 2 do! Л вй + 21е A dal 
=0- > (a+ Dor А wh) A ай 
+ Dot A (+ Dok A w, ) 
= е7 A On - 2207 Л ч 


1 . 
=> ÈR 2 мәг Лало = $ Ука Ло Л ох, 


‚_ 1 
对 Ql= > 2 R iot A w! 外 微分 , 并 由 上 两 式 及 无 挠 结构 方程 得 
k, 
1 
> Rigo” AwAw— = 5 УЕ ш A ш Л af, 
m,k,i 2 т 

=d% 
- 1 Уак ла Ла + Уда A а? – 2 Уай A do 
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+A Уук шег A et À e! + LS Riot Л ай Л а! 
m,k,l m,k,i 
1 i m k L 1 1 Ё т 1 
+ 2 Кі! Ло Aw-— 2 Rir, A Фф АФ 
т. m,k,l 
1 j k m 
+ > Rio A w A Ww 


> (Е, „ + Р ма + Е ки)" A w" A в! = 0, 
Кыт + Ria + Коки = 0. 


4. 高 阶 绝对 微分 及 高 阶 协 变 导 数 
(1) ЖҮ = 2p € С°(У;Т(У)), 0 
DY = Ув‘ X, = Хв бб) Х, (1.7.19) 
рр? = ав“ + Ура = Уво! (1.7.20) 
其 中 pt 称 为 8* 的 一 阶 协 变 导数 ,8 和 的 绝对 微分 是 
рв®, = dpt: + УВ. – 28м = УВ? (1.7.21) 
其 中 в, шв“ 的 一 阶 协 变 导 数 ,并 且 Y 的 二 阶 绝对 微分 为 
D2Y= D(DY)= 2 DB: @ Q X, = ра @ wi @ X, 
| i (1.7.22) 


DY 是 (1,2) 型 张 量 场 ,其 分 量 8*; 的 绝对 微分 是 
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Рв“; = df}; + D _ УВ Аш _ > 8 шш 
= D pijmo” (1.7.23) 
其 中 B*,, 称 为 B* 的 三 阶 协 变 导数 ,类 似 可 定义 8“* 的 更 高 阶 协 变 


导数 及 D3(Y). 
(2) 设 9= X bt € C”(V;T*(V)), 则 9 的 一 阶 ,二 阶 绝 


对 微分 及 0, 的 一 阶 、 二 阶 协 变 导 数 如 下 : 
р = X Do @ «* = Хб, ай (1.7.24) 


Dô, = dô, — бо = Уе (1.7.25) 
р?ө = 2200, Оа боё = У), о) O а! O wt 
т Ta 
(1.7.26) 
D6,,; = дб — 218, - 210,0 = 20, 
(1.7.27) 


其 中 6,,; 及 4,; 分别 是 2 的 一 阶 和 二 阶 协 变 导 数 , 同 理 可 定义 高 
阶 协 变 导数 及 高 阶 绝对 微分 . 

Ж ”对 于 (r,s) 型 张 量 场 了 ,类 似 可 定义 工 的 高 阶 绝对 微分 
及 分 量 函 数 的 高 阶 协 变 导 数 . 


5. 流 形 M" 上 函数 的 高 阶 绝对 微分 


设 FE C”(M;R), 规 定 流 形 M 上 的 函数 的 绝对 微分 就 是 普 
通 微 分 , 即 Df = df, 从 而 
Vaf = (Df)(X) = df(X) = Xf (1.7.28) 
而 0° (0,2) 型 张 量 场 , 记 0 = Df = ау, А 
V,0 = (D0)(X) = (D2f)(X) 
由 式 (1.6.6), ÆR (D2f)XY,X) 会 [(D2/)(X)](Y) = 
( Vx0)(Y) = V,0(Y)- 0( VxY)= Vxdf(Y) – df£( РҮ) = 
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VYF ( VxY)/ = X(Yf) - ( VxY )f, 所 以 有 
(D2F£)(Y,X) = X(Y/) - ( VyY )/ (1.7.29) 
易 证 D*f 是 双 线 性 的 ,从 而 D2 f 是 (0,2) 型 张 量 场 . 


BR V рох) Ef ER g 的 协 变 导数 
f.; = 527 = V2f (1.7.30) 
РВ И ИТА 5} B) А Желк A f 
Df = qf = У) 5а, = лал, (1.7.31) 
Р? = > Df.: Q dz; = Soda; ® dz; (1.7.32) 


-2p _ а?у 2f 
其 中 f,; = 5 тн МУГУ = этэ, Эт, В. 
- f, = 2Sa (Ty - ГА) = 2JfaTh (1.7.33) 
例 1 设 fE C”(M;R), 试 证 
Р, _ Ў, = 277, aTh + 227. Ri (1.7.34) 
证 明 :由 二 阶 协 变 导 数 的 定义 得 
dfa = Мой + Уй (1.7.35) 
对 式 (1.7.35) 外 微分 ,并 由 三 阶 协 变 导 数 的 定义 及 结构 方程 得 : 
0 =d(df,;)= Хау, A w + ХР, do 
+ Ddfy A i+ УУ, аай 
= Уу, A аў + Daf no A a + fua Л w 
- ЭЛ A w + >>. „Тїш A а 
+ ХУ. A а? + Уу A аќ 
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1 | 
+ >f, t Л а + 3 Элл Riel A =! 
j k jeki 


= Улы 一 2 Улат 一 2 Ув je A w 
所 以 fa Ры = = >f aTh + DS, Кї», ih 3|Y о A о 
=- а Л о, Th = = ~ Th, Ri = 一 Riz . 
例 2 i Y = УХ, € C”(V;T(V)), 证 明 


Bta — Bia = 2 BT) - ВЕ, (1.7.36) 
а-тин | 
= 2 w — Вой (1.7.37) 
对 式 (1.7.37) 外 微分 ,并 由 二 阶 协 变 导数 的 定义 和 结构 方程 得 
0 =4(48*)= 2746*, A w + 278" do! 


- 2248! А wt — 270 det 
= йш Л o - Зо A e! Уо Л ш 
Ува А ol +2 DPT Л o 
- Bs A а + У^ Л а 
- В A œf- + DP Rk: A а 
= 之 [5% – + ВТ} + 2 Ув", |А A a 
因此 B — Pia = Вит» - Х18'к1, 
J Æ 一 


1. Z M ÆR? БЇ B] , El 
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2 2 
М = |х = (21,22) R? +5 = | 
证 明 , M 是 一 维 C” 微分 流 形 . 

2. 设 S'ER! 中 以 原点 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 球面 , 邵 

Ci 
证 明 : S” E n 维 C” 微分 流 形 . 

3. Ë M 是 R? 中 过 Mola,6,c) Ж.Д, m,n) 为 方向 矢量 
的 直线 , 即 

M = | (22252) 

证 明 : M 是 一 维 C” 微分 流 形 . 

4. (У, рох) E n 维 微分 流 形 M" 的 局 部 坐标 系 ,定义 5 
如 下 : 


9 nory. эгуу, 9 alfe фт!) 
到 C (V;R)— C (ViR) = Ir; ° Ф 


хуү-а x Cb 2Z3 一 5 
] = 


m п 


ER: 是 切 向 量 场 ,并 且 线性 无 关 ， 
Ti =,» 


5. 设 (V,9,zi) 是 微分 流 形 M 的 局 部 坐标 系 , 定 义 dx, 如 
F: 

ах: С®(У;Т(У)) = C%°(V;R), dz;(X) = X(zx,) 
证 明 :dzi,…，,dz 是 V 上 的 余 切 向 量 场 ,并 且 线 性 无 关 . 

6. 证 明 式 (1.2.5) .24(1.2.6) 和 式 (1.2.7) 成 立 . 

7. 证 明 由 式 (1.3.7) Е ХЕКЕ УЕ К" 上 的 线性 联络 . 

8. 证 明定 理 1.4.2. 

9. 证 明定 理 1.4:3 中 的 (1) 和 (3). 


10. 给 出 Rs 中 的 切 向 量 场 X = ma 5 

- 2232-,2 = 52- + 52-6 52-Х, Y] IX, Z]MLY,Z]. 
23 Tı T2 T3 

11. Æ n x n 阶 和 矩阵 构成 的 向 量 空间 M,, (R) ФЕ Е 


ША 与 B 的 运算 如 下 : 

[A,B] = AB - BA 
证 明 : 它 满足 括号 积 的 三 种 性 质 ; (1) 双 线 性 ; (2) 反 称 性 ; 
(3) Jacobi 恒等式 成 立 . 

12. 设 R 是 由 定义 1.4.4 中 给 出 的 (1,3) 型 曲率 张 量 场 ,证 
明 : 对 任 X, Y, Yi, Y,,Z € C°(M;R) K f € C”(M;R), 有 

(1) R(X,fY)Z = fR(X,Y)Z 

(2) R(X, Yı + Ү,)2 = R(X,Y,)Z + R(X,Y;)Z 

13. 证 明定 理 1.5.1. 

14. 证 明定 理 1.5.4 和 定理 1.5.5. 

15. 设 w= Лат + рау + fsdz € Al1(R3),a = рах 人 
dy + діт Л dz + gady A dz € Л?(Р?), оз = gdz Л dy A dz 
€ А?(Е?),Ж dwi,d(dwi);dw,,d(dw, );dw;. 

16. 证 明 由 式 (1.6.6) 定义 的 Vo ЖМ" 上 的 (0,1) 型 张 量 场 ， 
Ш%#@ЄС°(М;Т*(М)). 

17. 号 出 (1,2) 型 张 量 场 T K(1,3) 型 张 量 场 T Wi ЫЫ X 
的 表达 式 ; 并 写 出 分 量 钞 数 沿 X, 的 协 变 导数 . 

18. 证 明 式 (1.6.22) 和 式 (1.6.23) 成 立 . 

19. 证 明 由 (1.7.29) 定义 的 D? f 是 对 称 的 (0,2) 型 张 量 场 . 


20. ЖТ = 5:0 э @ Z= @ az, 是 微分 流 形 M" 在 局 部 
i i 7 
(У,Ф,х;) 上 的 (1,2) 型 张 量 场 ,证 明 : 
th, pg 20а = DËR ipa E ЭПИ + DT + УКА. 
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第 二 章 желт 


2.1 Riemann 度量 

1. 基本 概念 

设 M 是 n EC Mam, TM), =T; (M)@ T; (М) = 
L(T,(M), T, (M); R)Æ M 上 pp 点 的 二 阶 协 变 张 量 空间 ， 
T,(M)= UT,(M), 是 M 上 的 二 阶 协 变 张 量 从 , 设 C” (M; 
T,(M)) 是 M 上 的 二 阶 协 变 张 量 场 构成 的 向 量 空 间 , 即 它 是 张 量 
从 T,(M) 上 的 光滑 截面 的 全 体 . 

定义 2.1.1 微分 流 形 M 上 的 二 阶 协 变 张 量 场 g 称 为 对 称 
正定 的 , 若 任 РЄ M , 张 量 g, 是 对 称 正定 的 , 即 


(1) WPRPE:g,(X,, Y,) = g,( Y, Xp) (2.1.1) 
(2) КЖ Ж:в„(Х,,Х,)2>0,Ң. 
g (X,,X,)=0 © X,=0 (2.1.2) 


其 中 X, A Y, 是 p 点 的 切 向 量 , 即 X, , Y,€ T,(M). 
设 sgEC”(M:T2CM)) 是 微分 流 形 М" 上 的 二 阶 协 变 张 量 
场 ,X,YEC” COMIT(CM)), 若 定义 


g(X,Y)(0)= sg,(X,, Yp) (2.1.3) 

那么 z 是 对 称 和 正定 的 ,分 别 等 价 于 
(3) g(X,Y)=g(Y,X) (2.1.4) 
(4) g(X,X)>0 H g(X,X)=0@X=0 (2.1.5) 


局 部 上 , 式 (2.1.4) 等 价 于 gy = g(Xi, X;)= g(X;, Xi) = gis 
式 (2.1.$) 等 价 和 于 : 任 X,=0,# gá = g(X,,X,)>0. 
定义 2.1.2 微分 流 形 M" 带 上 一 个 二 阶 协 变 对 称 正定 的 张 
HH g, W) (M”, о) Щ п Ж Riemann 流 形 ,g 称 为 Riemann 度量 . 
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设 (M",g) 是 n 维 Riemann ЖЕ, ДИЕ bE M , p 点 的 切 空间 
T,(M) 是 一 个 n ERRA EZI, # T,(M) 中 可 定义 内 积 
<,>: 


<X,,Y,>=g,(X,, Yp) (2.1.6) 
于 是 有 以 下 性 质 : 
(1) T,(M) 中 切 向 量 X, 的 长 度 为 
IX l = /z,(X,,X,) (2.1.7) 


(2) Schwarz 不 等 式 成 立 
g, (X,,Y,)<g,(X,,X,)'g,(Y,,Y,) ` (2.1.8) 
(3) T,(M) 中 两 非 零 切 向 量 X, Y, ЕИ (X, , Y WJ 
弦 为 
gp( Xp, Yop) 
V gp Xp, Xp) Vgl Yp Y,) 
(4) T,(M) 中 有 标准 正 交 基 el ，… ,ev , 即 
1,; =; 


соз (Xp, Y,) = 


(2.1.9) 


(e, о) = ду 0,19]. 
由 此 得 (M,g) 上 有 标准 正 交 的 切 标 架 场 el ,…, e,, g (e;,e;) = 
2, 


2. 度量 张 量 场 ç 的 局 部 表示 及 性 质 

设 (V ,gp,xi) 是 黎 曼 流 形 (M",g) 上 p ARERR, Xu, 
X, ЖУ 上 的 一 般 切 标 架 场 ,w!,…,w” 是 其 对 偶 , 即 o (Х,) = д1 
e gE dei de, EIAN, Mda: (з=) = 


865; 设 e1,…,e, ЖУ 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 , 即 glee) = 25, 


*HB AX wg, swn s В w;(e;) = д;. 则 g 在 三 种 标 架 场 上 的 表示 式 
分 别 为 : 


g = > куш @ а (2.1.10) 
Rj 
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g = 2 g; dr, Q dz; (2.1.11) 
g= Do; @ o, (2.1.12) 
式 (2.1.10) 中 的 g; 二 g (Х,, X; ); 式 (2.1.11) 中 的 g; = 
(52.52) ,因为 gE C"(MiT2(M)), 所 以 映射 
g.C°⁄/(M;T(M))x C °PYY(M;T(M))> C%°”(M;R) 
是 C~(M;R) 上 的 线性 映射 Вр 
EIX + fxX,Y)= fig(X,Y)+ frg(X,Y) 
ag(X,fiY+fY)= fig(X,Y)+ /fog(X,Y) 
从 而 局 部 (V,g,zi) 上 , 设 X= DeX, Y = УХ, ХҮ 


的 内 积 


g(X,Y) = Хју) (2.1.13) 
# X = 2)Xiei,Y = Sy W X 5 Y 的 内 积 
| (X, Y) = > X:Y: (2.1.14) 
就 是 普通 欧 氏 空间 中 的 内 积 ， 


Ж g 与 sy 相互 确定 ,从 而 可 得 g(X,Y) ,反之 亦 然 ， 
3. Riemann 度量 举例 


例 1 设 M=R",gs=<,> 是 欧 氏 内 积 ,证 明 (R",g) 是 2” 维 
жей. 
证 明 : 因 R 中 只 有 一 个 整体 坐标 系 ,坐标 函数 为 zi,… , x; ， 
坐标 切 向 量 场 就 是 标准 正 交 切 标 架 场 , 即 
а 


Эт” 


(0,=-,0,1,0,=,0) =e; 


(i) 
i=1,…,n. 对 R” 中 任意 两 切 ( 径 ) 向 量 场 X 和 YY, 有 
X = Ga) = Dre 
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Y = (Y1 уһ) = > уе) 
X 和 YY 的 内 积 g(X,Y) = Dry 是 通常 的 欧 氏 内 积 ,g = 


Riemann BE ik ( R", ,z)ËE n жаву. 
2 设 M = В", К" ЕЙ ЖА у.х, W 


g = 12014, Q da; (2.1.15) 
i=l 


其 中 A = 1+ 5 7, 证 明 (R",g) 也 是 n ARBRE. 
证 明 : 由 式 (2.1.15) 得 


9 9 1 
g; = EE pe (2.1.16) 
‚9 y- улы 9 
ЕХ = 2 эт? = 2 Эт, X 和 Y 的 内 积 为 
g(X,Y) = 02.94 (2.1.17) 


显然 ,由 式 (2.1.16) 或 式 (2.1.17) 知 ,g ЖЕ" 上 的 二 阶 对 称 正 定 
的 协 变 张 量 场 , 故 (R”",g) JE п Ж Rieman 流 形 . 

Жж SERNA, 1 中 的 Rieman 曲率 为 0, 例 2 中 的 
Riemann 曲率 是 c ,它们 是 2 个 不 同 的 Riemann 流 形 . 

例 3 iM" Rn 维 向 量 空间 ,g 是 M” 上 的 正定 内 积 , 则 (M ， 
g) Ж n È Rieman M. ` 


4. Riemann HÆ (M, g) 上 的 度量 形式 


设 c:[a ,0 一 AM 是 黎 曼 流 形 (M,gs) 上 的 分 段 光 滑 曲 线 Т, 
为 曲线 G 的 切 向 量 场 ,局 部 (V,p，,zi) +L, 


d(x; 0) а. 
Т, = > ЧГ | 


(2.1.18) 


9 


9 
с 92; 


д 
为 了 方便 起 见 , 记 т, = z ogy = (元 


PEATE 


. 69 · 


的 弧 长 s 是 切 向 量 T, 的 长 度 在 定义 域 [a b] 上 的 定 积分 , 即 
s= [И ГЕСТ т) аг 


(2.1.19) 


从 而 有 


s(t) = | 


由 此 微分 再 平方 得 


定义 2.1.3 Riemann 流 形 (M, ge) 上 的 二 次 微分 形式 
式 (2.1.20) 称 为 (M,sg) 的 度量 形式 ,也 叫 (M,g) 上 的 第 一 基本 形 
№. 

ËR 度量 张 量 场 式 (2.1.11) 与 度量 形式 式 (2.1.20) 相 互 确 
定 , 本 质 上 是 一 样 的 , 故 可 写作 


Е = 452 = 28 dz, @ dz; = > Te; dr,ídzx; (2.1.21) 


其 中 g;= g s (aaa; "Эх, jec” (V;R). 

设 el1,*… ,en E V 上 的 标准 正 交 切 向 量 场 ,对 侦 为 91,77,90, 
那么 有 

g = ds? = е @ wi; = Žo; (2.1.22) 

定理 2.1.1 EREM", g) 上 的 度量 形式 ds? = јоз ж 
正 交 变换 下 的 不 变量 . 

ШЕВ: ee, 和 21,…,é, Ж М" 的 局 部 坐标 域 V 上 的 两 
组 标准 正 交 切 标 架 场 ; ol,…,w 和 651,… ,5 分 别 是 它们 的 对 
$. 

Sa = Da ЖР А = (а) Ж п 阶 正 交 方 阵 , 即 


J 


АА’ = 工 ,或 Sanan = У\аьаь = д; (2.1.23) 
k k. 


再 令 wk = > buw D Oi = Q, (ë; ) = > аӊбы HB AB’ = І, FRV 
I j 
B = А”! = А”, В = A, 从 而 
©; = У\а;о;, w; = > ai; (2.1.24) 
由 此 我 们 得 


452 = эө = >, (anw + ао, )? 
= Уа + tw? Dat, +25) ( > ауа Jojo 
7 ; < 大 i 
= w ++ ад = ds? 


即 d 2 是 正 交 变换 下 的 不 变量 . 
5. 诱导 度量 


我 们 要 用 到 切 映射 的 概念 
定义 2.1.4 设 下 :M” 一 N" 是 微分 流 形 间 的 C” 有 映射, 下 在 
р 点 的 切 映射 ,FF, ,是 切 空间 T,(M) 与 TF(s)(N) 之 间 的 映射 , 定 
义 为 
Е, ,(Х,) (8) = X,(g ° F) (2.1.25) 
HH x, € T,(M),g 是 N 上 F(p) 点 的 光滑 函数 , 易 证 FF,,(X,) 
满足 
(1) F.,(X,)(agi + Де») = aF ss(X,)(g1) + ВЕ,„(Х„)(д›) 
(2) F,,(X,)(gi 82) = gi(F(Pp))F, ,(X,)(g2) 
+ ga(F(p))F, (X,)(g1) 
Ц Е, ,(Х,) € Trey (N) 
定理 2.1.2 Е. М" -> N" 是 微分 流 形 间 的 C” 映射 ,( V， 
фолу) MOW, gyi) ВВЕ p AMFC) 点 的 坐标 系 , 从 而 5 | 


€ т,‹м),у | ) Є Tre (N) 是 两 组 自然 基底 , 则 有 


F(p 
9 ч a( y; ° Е) 9 
F ,元 小 2 ОЛИИ (2.1.26) 
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o F 
i= 1.2. m JEP m x n MERJE, p) = (22072 о AURERE ) 称 


为 切 映射 ,的 矩阵 ， эю») = гат (p)) 


证 明 : 因 坐标 函数 = — r, °ф,і = 1l,“*,miy; = 5 °ф,ј = 
1,…,n. 任 gE€C”(F(p)), 由 复合 函数 的 求 导 我 们 有 


9 
ғ. jc = — 


о ° -1 
= Есер) 


= (gg Ре) (р) 


п op-l sop. ЕЁ °ф 1 
= D D yra) EEEE (gC) 


_ һа. ‚ 9(y; ° F) 

= эу кы E Эт, P (p) 

_ д(у,° Е) 
> эу, кб) 


又 g 任意 ,所 以 式 (2.1.26) 成 立 . 

定义 2.1.5 Ж Е: М" = №(т<п) ЙЕ С" 
射 , 则 : 

(1) 车 对 任 PEM, mX n 阶 和 矩阵 J(F,,) 的 秩 等 于 m ,那么 
下 称 为 浸入 ,F(M)( 或 M) 叫 NN 的 浸 人 子 流 形 . 

(2) 车 对 任 p€ М, J(F,,) 三 m ,并 且 F:M>F(M) Æ 
ЛАЖ, 下 称 为 内 和 ,FE(M)( 或 M) 叫 NN 的 嵌入 子 流 形 . 

注 1 ЖЕ: М" М 8 A (#k J (F. ,)== m ), B J Bj 
Т,(М) УЕ, (T,(M)) t, E Е, ,为 单 射 . 

注 2 Е: М" МР С° ВЯ, (Е q € 
М, (У, р, х) ЖО, p у) З q 和 FCq) 点 的 坐标 系 , 那 么 
有 


en. 


ф°Е°ф (z1, Ts) = (yF, y+ P F) 


O = ( 2) кар 的 Jacob 
Ј п+ р) хап 


矩阵 ,显然 ,J(F) = ЈЕ. ,). ШЕ ЈЕ, „)= Ë J(F),. 

我 们 要 用 到 协 变 张 量 场 间 的 拉 回 映射 Е", Ж С” (M; 
T,(M)) 是 微分 流 形 M 上 的 全 体 ; 阶 协 变 张 量 场 构成 的 向 量 空 
E. 我 们 给 出 由 切 映射 ,确定 的 拉 回 映射 "的 定义 如 下 : 

定义 2.1.6 Ó F: M”— N” 是 流 形 间 的 C” 了 映射 ,映射 F.: 
С° (№; T,(N))>C>”(M;i T,(M)),o— F * (о) ЯУ 

(F'(e)),(Xi, 7 Xp) oro (F, (Xi). F, (X,)) 
(2.1.27) 


Е" (g)Žg'F, 3P gEC”(N;R),F* 叫 协 变 张 量 场 间 的 
拉 回 上 映射 , 当 *=1 时 ,就 是 余 切 向 量 场 间 的 拉 回 映射 , 易 得 
Е (о) M 上 的 s 阶 协 变 张 量 场 . 

易 证 F* 具有 以 下 性质 

定理 2.1.3 F* 是 线性 映射 , 即 

(1) F* (aw+pB)=aF’(w)+ ВЕ" (0) 

(2) Е*(еү=+к›0)=(е,°Е)Е* (о) + (в›°Е)Е*(@) 
其 中 apERigl8s2EC (NSR);w, 0cEC” (ONIT ON)). 

定理 2.1.4 设 wEC™”(N;T,(N)),0EC™”(N;T(N)), 
则 

F*(w0)=F*(w)OF* (0) (2.1.28) 

即 F* 保 张 量 积 . 

定理 2.1.5 设 FM”" 一 (N",&) 是 从 微分 流 形 М" ARF 
ИОМ", В) ЛЯ, а=" E M" 上 的 黎 曼 度量 ,从 
而 (M”,g) 是 (N",&8) 的 黎 曼 淄 入 于 流 形 ,g 称 为 由 & 诱导 的 度 
量 . 

证 上 朋 : 设 (V ,gp,xz;) 和 (W,y,y;) 分 别 是 М" AN” 对 应 的 华 
标 系 ,i=1,…,m;j=1,…,n. 那么 
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g = 2 fuds: @ ду, 


其 中 =& [3 3] Сет: R). BATRA Р" 保 张 量 积 ， 
并 且 张 量 积 @ 是 双 线性 的 ,所 以 有 


g= F` ë L us a 


" " д 9 oF 
Уа У о ал, @ >) 9(у; ° F) ) а= 


gxi 
9 Е) а Е 
У У (2, 。 o F) 一 天 F) ) а ) а dz, Q dz, 


站 Irr 


所 以 g ЖМ" 上 的 二 阶 协 变 张 量 场 ,并 且 由 


Ээ F) д F 
Bk! 一 XG: F) 一 二 一 一 G: ) эе. 


知 ,g 是 对 称 的 . AX g BERN. PLANE pEM, 
(F*g),(X,,X,)= Ero (F. ,(X,),F, ,(X,))20 

等 导 成 立 的 充 要 条 件 是 下 .，(X,)=0= 下 (0), 因 下 是 混和 人 ,所 
以 下 ,是 单 射 , 故 X =0, BIE g = Е" 2 是 正定 的 , 故 g 是 M” 上 
的 黎 曼 度量 . 

Ж 当下 =T:M-N 是 包含 映射 , 即 F(x)=xz, 任 xEM 成 
立 , 那 么 g=1*g=g. 

例 1 i% F:M?— R? 是 R 中 的 C” 曲 面 ,其 方程 为 F(w ,vw) = 
(ж|(и,®),х;(и,),хз(и,®)),(и,ъ)& М" 的 坐标 , М? 的 切 向 
量 场 为 


I 


= £h 


(50 Ir стз Z- (520 дх» 69 
ди Ju ди ди | Iv ðv ` 3v дт 
R? 中 的 黎 曼 度量 为 ç = dz? + dr? + dz}, mi 
дх; дух; 
dr; = du+ do, 1=1,2,3 
и до 


因此 M? 上 的 诱导 度量 
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2 /ar 2 (ахз \> Әх, д Əx, д 
- |) +(®) ЕЗИ S зу +з эӊ 
u 


aeae ET ET (Te 

— -一 3 к (二 | + [| 2] +[— (а 
十 Эк 97 |диао FP FP Jo 4 
= gudu? + 2g 1 dudu + gudo? 


Joh ва (00) кт” (эрэр), = z [aç aÜ | M 
上 的 光滑 函数 . 

设 o:u = u(t),v=w(t) 是 曲面 М2 上 的 任 一 曲线 ,那么 o 
的 切 向 量 场 
(52 du + azl dv дт; du 222 ао дхз du , 923 de ) 
ðu dt до dt’ ди dt ðv dt’ ди dt av dt 
= (52 912 Zaa \би + ЕЖ 91) =з фә 
ди `u ax | dt dt 

du д do 2 


= dí ðu ` dt 3v 
与 式 (2.1.18) 一 致 ,所 以 М? 上 的 度量 形式 
s? = g(T,, T,)dt2 


T,= 


v ° 3v’ до 


(4и э, + du 5 ‚Чи э + du 35) 


ЧЕГ |да? ЕЯ а Z |диао + z[s; 38) 
ейи? + 2gwdudv + gudo’. 
曲线 о Æla, b ЕВЕ У 


b du d d do 2 
s = WES +2209) 149)+ в) dż. 


ж 例 1 中 的 有 也 可 用 张 量 积 表示 ,g = 2142 ‚ Q dxzi, 那 
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Z g = gudu @ du +2gpdu @ du + ро @ do ,在 微分 几何 中 ， 
WE = gu F = вр,б = gn. 

例 2 Ü M = Н? = [z = (х1,х,) | z: > 0! 是 双 曲 上 半 平 
面 , 因 I:M 一 R2,1(z) = z 是 恒 等 映 射 ,R? 中 的 黎 曼 度 量 g = 
dx? + dx3, 从 而 M 上 的 诱导 度量 g = I"g = ë = dz! + 405, 
量 为 g; = ó;. 现在 在 M 上 给 出 另 一 度量 一 一 罗氏 上 度量: 


1 1 
g; = „1%, g = 226421 + х2) 


或 g(X,Y) = hax, Y) ,所 以 M 上 有 两 种 不 同 的 黎 曼 度量 ,从 
2 

而 M 可 成 为 两 个 不 同 的 黎 曼 流 形 . 

6. Riemann 度量 g 的 存在 性 


定理 2.1.6 任何 C” 微 分 流 形 М" 上 总 存在 一 个 Riemann 
度量 g. 

HERR : 9 (Ү,, pi) 是 M" 的 坐标 覆盖 , АМ о: V, 一 
e ( V,) C R ERK, M R 上 有 欧 氏 度量 5,5 = 2 dz Q dz;, 
所 以 V; 上 有 诱导 度量 gi = og iS) 是 坐标 覆盖 的 单位 分 解 ， 
下 面 证 明 

g = уйш (2.1.29) 
是 М" 上 的 Riemann 度量 ,事实 上 ,因为 
Sp(Xp， Ү,) = 2F.(p)ge (X,, Y,) 


= Ofi(p) (pr8), (Xs, Yp) 


一 DSP) Epo) Pin (X,),@;. ,(Y,)) 


显然 Bp 是 双 线 性 映射 , 且 z,(X,, Y,) = gp( Yp Xp) ,再 证 Bp 是 
正定 的 : 
因 任 b Є М,0< 50р) <1, E oeo (Pir p Xp) pir  ,(X,)) 
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= 0, 所 以 g, (X, , X, ) = УЛО Р)#& у (ег (X,), pin pl Ko)) 
>0,Н g (X, Xp) = 0 的 充 要 条 件 是 
fi(p)Ey(p Pir ОХЬ) Pir  (X,)) = 0, 1 = 1,2, 
H -F2 (0) = 1, 所 以 存在 j, 使 得 (р) > 0, 从 而 
Bp(p) C Pi» p(Xp), pin | (X,)) = 0 
由 于 & ЖЕ" 中 的 正定 内 积 ,并 且 p , ,是 单 射 , 故 有 X, = 0. 所 以 
式 (2.1.29) 给 出 了 M" 上 的 黎 曼 度量 . 


2.2 Riemann 联络 
1. Riemann 联络 的 定义 及 性 质 


ЖУ 2.2.1 Riemann 流 形 (AM" ,g) 上 的 线性 联络 VV, 如 果 再 
满足 
(1) 挠 率 张 量 场 = 0, 即 
WY - WX -[X,Y]= 0 (2.2.1) 
(2) 度量 相 容 的 , 即 
Zg(X,Y)= g( WX,Y)+g(X, WY) (2.2.2) 
旭 称 7 为 (M7 ,g) 上 的 Riemann 联 络 . 满足 式 (2.2.2) 的 线性 联络 
Y 叫 (M" ,g) 的 度量 联络 . 
由 式 (1.6.12) 知 , 式 (2.2.2) 等 价 于 
(We)(X,Y)= We(X,Y)- g( WX,Y)- g(X, WY) = 0 
(2.2.3) 
或 任 ZE C”>”(M;T(M)),# Vg = 0. 
定理 2.2.1 设 Y 是 (M",g) 上 的 线性 联络 , 则 Y 是 度量 联络 
的 充 要 条 件 是 : 对 任 一 坐标 系 (V,p,zi) 及 V 上 的 任意 向 量 场 
Xi, Xa € C%⁄(V;T(V)),# 


dg; = УУ уб + овы) (2.2.4) 
£ 
或 
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д 
550 = = 208% + gali) (2.2.5) 


3 
其 中 g; = aola 85 一 Ee EA |), WX; = DTX» 
= D Tjo. 
ША: 了 是 度量 联络 , 即 式 (2.2.2) 成 立 , 特别 , 对 任 V, 及 
XI, Xa Є С°(У;Т(У)), A 
Kig (X, , X;) = g( W,X,,X,) + g(X,, W.,X;) (1) 
反之 , 若 式 (1) у, АХ X = DaX, Y = DPX A VER 
性 联络 ,所 以 有 
X,g(X,Y)= Xig ( >,a X, , > ,89Х,) 
= 2 X, {opBig( Xi, Х,) | 
= 2 [aipiXig (Xi, Х,) + (X) Pg (Х;,Х,) 
+ а(Х,8?)8(Х,,Х,)] 
= ХВ’ [g( VX: , X; ) + g(X;, Vx,X;)] 


+ 22 (Xia )g(X,, Y) + 2) (XA gX, X) 


Ш 


ев W.X,, Y) + Ув'в(х, Ө) 
+ 210) в (Х,У) + 21087) (Х.Х) 
= 8( 2 (Xa) X; + Da WX, Y) 
+ g(X, > (X,8:)X; + Ув VWa Х;) 
= g( WX, Y) + g(X, VY) 
从 而 对 2Z = DrX ,有 Zg(X,Y)= g( WX,Y)+ g(X, VY). 


- 78 . 


故 式 (1) 是 度量 联络 的 充 要 条 件 ,又 WX: = DrX WARC) 
等 价 于 
X,g; = > (Tie, + Гран) (2) 
5 (2) 两 边 同 乘 以 凡 , 并 对 有 求 和 ,并 且 由 dgj = >) (Ху) o 得 
dg; = > (йе + wig) 
AAR g R (2) 就 是 式 (2.2.5) ,并 且 dgy = 
> Bideo! = У.х. 
Ж 4 g; = ó; ,20(2.2.4) уо + w = 0, 又 因为 DX, = 
У\ O Х,, 0 (2.2.4) 等 价 于 
dg; = g(DX,,X;) + g(X,,DX;) (2.2.6) 
下 面 要 用 到 切 向 量 场 沿 曲线 平行 的 概念 ,为 此 我 们 给 出 以 下 
定义 : 
定义 2.2.2” 设 o 是 微分 流 形 M" 中 的 C” 曲线 ,T, 是 曲线 6 
的 切 向 量 场 , Ү, 是 沿 曲线 的 向 量 场 , 若 
Vi Y, =0 (或 DY, = 0) (2.2.7) 
则 称 向 量 场 Y, 沿 曲线 с 是 平行 的 . 
BRV, ф,х;) E, Т, MY, 的 坐标 表示 如 下 : 
T= 


dt д х; 


і t lo 


所 以 有 

d Yt ° d( z; ° ) ` д 
Wr DD Yo a 
因此 可 得 , Y. Mi 人 


0, k= l, 
yy Y=0,k=1,n (2.2.8) 


жиза.) 是 以 Y's, Y" 为 变量 的 常 微分 方程 组 . 
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Ж (2.2.8) Ф, =, 2 х; с, Ү = Үс, ЕТЕ г Н 
at- с) a( Yt so) (х; °о) 
数 ,并 且 = 之 Ja d | 
223 É о 是 微分 流 形 M* 上 的 曲线 ,了 T, Æo 的 切 向 量 
9,6 T, WHR o 平行 , 即 
VT, =0 (或 DT = 0) (2.2.9) 
则 称 o 为 M" 上 的 一 条 测 地 线 ( 或 短程 线 ). 
由 上 易 见 ,AM 上 的 测 地 线 的 微分 方程 组 是 
d с °с) dz eo) d(x; °с) 
+ э dt dż 
k=1,.,n. ы п = _ 时, 式 (2.2.10) 就 是 古典 微分 几何 中 曲面 
наадва. 
注 1 对 于 平坦 欧 氏 空间 Е", ГЬ = 0, ТИ (2.2.10) 为 


= 0 (2.2.10) 


d2 (x, °в) „ 
—— = 0, 积 分 得 
di 
T °б = ал + b,, Ё = 1,зе,п 


即 olt) = (ait + bi,’ a, + b,) = (ajs a, )t + (br, ) = 
at + 5b, 所 以 R” kasna 


$2 因为 Y= DY созу | ,所 以 


= 2p(Y' ož, 

HF D( Yt ов) = а(Ү* ео) + DY oa * I$ + d(x; °G) , PEVA Vr Y, 
= 0 @ D(Y*°-0) = (Өрү, = 0. 

定理 2.2.2 # VÆ Riemann MÉ (M" ,g) 上 的 线性 联络 , 则 
Y 是 度量 联络 的 充 要 条 件 是 :平行 移动 下 保持 内 积 不 变 , 即 对 任意 
曲线 a (í) 及 沿 曲 线 的 向 量 场 X, 和 Y ,有 

g(X,,Y,) = const, 或 gga) Xap Yeap) = ga) Хо)» 
Youp). 
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| д 
证 明 : 局 部 (V ,9 ,zx;) 上 ,因为 X, = >x KEET 


. ° d 
к. = е өз | .т,- у) ®® ©, 
` j Jl 


ШЖ X, A Y, о TERRO 2.8) 得 


Д 


ax: + >r, А у = _ 0, 2 + Эг» Siyi = = () 
їі = 1,5, п. 从 而 g(X,, Ү„) = const 
— a 
‹ 0= q 8 (X, , Y,) 
а {улу ә. а. 
== 2х „ Үз ) 


d jy 
= (Dex) 
2; ау + Уе; асу, + >ш” у 
ij 1,3 


а а а 
= > (262 Ë - > rig; r 2 Ter ЧЧ < 1:9 
又 因为 X, 和 ү, 可 取 任 意 值 ， 所 以 上 式 等 价 于 
dg; = У) (Га + Thigi) dx = 2 (ев) + оле) 
k,l 


l! 


2. Riemann 流 形 ( JIM" , g) 的 基本 定理 


定理 2.2.3 设 (M",g) 是 Riemann 流 形 , 则 在 М" LFE 
一 的 Riemann 联络 ` 
证 明 : 先 证 惟一 性 : 设 (M,g) 上 有 Riemann BX V, BI] 
Xg(Y,Z)+ Yg(Z,X) - 26(Х,Ү) 
= g( WY,Z) + g(Y, WZ) + g( WZ ,X) + g(Z, WX) 
-g(VX,Y)-g(X, VY) 
= g( WY,2)+ g(Y,[X,Z)) +g(X,[Y ,Z]) 
+g(Z, WY -[X,Y]) 
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从 而 得 | 

2g( WY,Z) = Xg(Y,Z)+ Yg(Z,X)- Zg(X,Y) 

—g(Y,[X,Z]) -—g(X,[Y,Z]) +g(Z,[X,Y]) 
(2.2.11) 


EV 是 (M",g) 上 的 另 一 Riemann 联络 ,由 度量 g 的 惟一 性 及 
式 (2.2.11) 得 
g(WY,Z) = g( W Ү,2) 
由 向 量 场 Z 的 任意 性 得 WY = МҮ, ШУ = V. 
再 证 存在 性 ,对 任意 Z, 用 (2.2.11) 式 来 定义 WY , 则 
(1) 2g( (АҮ + fx Y.) , Z) 
= Xg(fi Yi + fsY;,Z) + (fi Yi + fe Y;)g(Z,X) 
– Zg(X,fiY, + f. Y,) — (АҮ + fx, Y;,[X ,Z]) 
-g(X,[fiYi+ Р Ү,21) + g(Z,[X,f, Y, + f. Y,]) 
= (Xf)g(Yi,Z) + fiXg( Y, ,Z) + (Xf,)g( Y; ,Z) 
+ fsaXg( Y;,Z) + fiYig(Z,X) + fo Y,;g (Z ,X) 
- (Zf)g(X,Y,) - fiZg(X,Y,) - (Zf,)g(X ,Y;) 
- Һ28(Х,Ү,) - fige(Yi,[X,2Z]1) - fg(Y,,[X,Z]) 
-fig(X,[Y,,Z]) +(Zfi)g(X,Y,)—- fog(X,[ Y,,Z]) 
+(Zf;)g(X,Y,) + fig(Z,[X,Y,]) + (Xf,)g(Z,Y,) 
+ foag(Z,[X,Y;]) + (Хр) (2, Ү,) 
= 2g((X/,) Y, + (ХР) Ү,,2) 
+2fig( WY,,Z) + 2f,g( V,Y,,Z) 
= 2g((Xf,) Y, + f WY, + (Хр) Y; + f, WY, , Z) 
X Z 任意 ,所 以 有 
(ЛУ + fz Y;) = (ХА) Y, + f, WY, + (Хр) Y; + f WY, 
(2) 同 (1) 的 计算 (练习 ) 得 
g Vpxrpx) Y,2) = 8( 广 网 了 + 户 风 了 ,Z) 
所 以 Vp xtpx) Y = f, W, Y + f, W., Y 
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(3) H+ 
2g( WY - WX - [X,Y],Z) 
= 2g( WY,Z) -2g( WX,Z)—2g([X,Y],Z) 
= Xg(Y,Z)+ Yg(Z,X)- Zg(X,Y)- g(Y,[X,Z]) 
-g(X,[Y,Z]) +g(Z,[X,Y])- Yg(X,Z) 
- Xg(Z,Y)+ 28(Ү,Х) + g(X,[Y,Z]) 
+g(Y,[X,Z])) ~ g(Z,[Y,X]) -2g([X,Y],Z) 
= 0 
而 Z 是 任意 的 ,所 以 有 也 YY — WX - [X,Y] = 0. 
(4) 由 于 
2g( WX,Y) + 22(Х, WY) 
= Ze(X,Y)+ Xg(Y,Z)- Үғ(2,Х) – g(X,[Z,Y]) 
-g(Z,[X,Y]) +g(Y,[Z,X])) + Zg(Y,X)+ Yg(X ,Z) 
- Xg(Z,Y)- g(Y,[Z,X]) – &(2,[Ү,Х]) + g(X,[Z,Y]) 
= 2Zg(X , Y) 
所 以 有 Zg(X,Y) = g( V,X, Y) + g(X, VY). H(1)(2)(3) 和 
(4) 知 , УЖ(М", 2) 上 的 Riemann 联络 . 


由 式 (2.2.5) 得 Zisk 7 i 2 ~ УГ, = 0,80 


ву = 0 (2.2.12) 
或 
8 (528), (Ze) z зг) 
3 9 ә 9 9 9 

- ва) а(н) «(Ека 8) 

= 0 
H g= шуба, O ах, (0,2) 型 张 量 场 ,g 的 绝对 微分 Dg 是 (0， 
з) 型 张 量 场 ， 即 


Dg = > Dg; @ dz, @ dz; = = Doga, dz, © dz; © dz; 


所 以 线性 联络 p 是 度量 联络 的 充 要 条 件 是 
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g; = 0 < Юр; = 0 Ə ре = 0 (2.2.13) 
故 黎 曼 流 形 (M"ig) 的 基本 度量 张 量 场 g 在 绝对 微分 D 的 作用 下 
的 状态 如 同一 个 常数 . 
由 式 (2.2.5) 我 们 得 


2 = 2 (Ta, + Гён) (1) 
д 
= = 2 (Tiga + Tigy) (2) 
д 
” = 2 (Thge + Г жш) (3) 


(2) + RG) — (1) 可 得 


дё» дри Ig; 
Drign = (+ 928 -2 ) (2.2.14) 
1 


(027) 是 (85) HERE, В 2 gigas = б,ЛЕЗҖ (2.2.14) 两 
WRA g JE x k RAI 
Íx m|? Er ‚ 9#ы 98; 
Гу = 5 2 (= + +) -| (2.2.15) 
式 (2.2.15) 就 是 用 Riemann 度量 g) 来 求 联络 系数 Г" 的 公式 . 
Ë 当 X = FY = 52,2 = 元 时 , 式 (2.2.11) 就 是 


(2.2.14). 
例 1 在 双 曲 上 半 平 面 H? = |z = (21,22) 12020) Е, 
定 度量 


1 
g; = 128% (2.2.16) 
求 H? 的 联络 系数 ГА. 
1 
解 : 因 为 gj = ер = 72,80 = gx = 0,010 g! = g2 = 53, 
2 


g? = р = 0, 由 式 (2.2.1$) 得 


1 9g21 дв дұ; 
г\„ = 1 "|( + _ 2812 ) 
27 28 \ду, ar Әдл, 


1 
т.г = zo Th = Ph = ГЫ = Ph = 0. 


2.3 Riemann 曲率 张 量 场 R 
1. Riemann 曲率 张 量 场 R 的 定义 及 表达 式 


定义 2.3.1 # УЕ Riemann 流 形 (M",g )H Riemann 联络 , 
映射 R: C"(MiT(M))x…xC"OMiT(OM)) 一 C (Mi R) 


4 个 


R(X,,X,,X,, X) =g (X1, R(X3, X4) X2) (2.3.1) 
我 们 称 R 为 Riemann 联络 V 的 曲率 张 量 场 . 
jk 显然 尺 是 C“(M;R) 上 的 4 重 线性 映射 , 即 对 任 fi, 
PEC”(OM;R), 有 
及 (PXIi + faX1, Хә, X3, X4) 
= fiR(X,,X;, Xs, X4) + faR(X I, Xs, Хз, X.) 
等 , 故 尺 是 M 上 的 (0,4) 型 张 量 场 . 
定理 2.3.1 设 V 是 Mr 的 局 部 坐标 域 ,Xi,…,X, 是 V 上 的 
基 向 量 场 ,R(X;, X,)X, = КА, R вы = R(Xi, X; s Xis Xo), 
则 (1,3) 型 张 量 场 的 分 量 Ri 与 (0,4) 型 张 量 场 的 分 量 R; 的 关 
系 为 
Кы = Хва, R ia = 228," (2.3.2) 
其 中 gj = g(X,,X,) Є С°(У;Е), (27) 是 (g;) ЖЕ. 
证 明 : 由 定义 得 
К;ы = К(Х,,Х;, X,,X,) = е(Х,, К(Х,,Х,)Х;) 
= g(X,, 2КЫХ,) = 2 Rugs 
由 于 (gi) E (g) 的 逆 , 所 以 278, 8" = = 65, 从 而 
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= Её, = Ук Deng" 


= 2; ( 2 Ria, )g” = 一 2 Rowe”. 
Ж 当 X;= ei = 1,…,n 是 V 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 时 ， 
Bi = в(е:,е;) = 一 3 从 而 得 
Кы = Кон (2.3.3) 
设 X= УХХ, Y = УЈҮХ,,2 = УХ, = У\шіХ,, 
那么 有 
R(X,Y,Z,W) = 2 RX: Y’ Zw (2.3.4) 


ij k,1 


定理 2.3.2 Ж(У, ф,2;) ШОУ, Ф, у) Ж(М", 6) E p 8 
的 两 个 坐标 系 . 


32 2 3 215. -1 人 (2 EIEE 
Ri = К\з 3a Im am E = (95, Iy 3y aya) 


则 Riw У,у „маж 


i 9z; ЕД дх, 
Коз = 55 ‚у, 5 ду, ду; ОМ (2.3.5) 


从 而 Ё ы 适合 (0,4) 型 张 量 场 分 量 的 变换 公式 ， 所 以 
R= 2 Rud Q dz; Q dx, Q dz, (2.3.6) 


是 (0,4) 型 黎 曼 曲率 张 量 志 R 在 局 部 (V,p,zi) 上 的 表示 式 . 


、 дт; 
证 明 : 因 为 5 = 2 3 эс ,并且 R 是 线性 的 ， 所 以 
Rm- R|) 
r © (ay, дув’ ду, Iya 
= к(а У з, У зу э ЭЛ 35 35) 
_ Р ду, дұ,’ 9 ув дт ду, дхь? 7 ду Әх, 


axi; д2; дхь Ix 
а 9 y. 25» ду, ду; 


2. 曲率 张 量 场 的 性 质 


线性 联络 的 曲率 张 量 场 R 是 (1,3) 型 张 量 场 , 黎 曼联 络 的 曲 
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率 张 量 场 R 是 (0,4) 型 张 量 场 ,尽管 用 同一 字母 表示 ,但 从 它们 的 
作用 上 很 容易 判别 . 
EE 2.3.3 设 V 是 微分 流 形 M" 上 的 线性 联络 , 则 第 一 
Bianchi 人 恒等式 的 整体 表示 式 为 
R(X,Y)Z + RC(Y,Z)X + R(Z,X)Y 
= ( WT)(Y,Z) + ( WT)XZ,X) + ( WT)(X,Y) 
+ T(T(X,Y),2) + T(T(Y,Z),X)+ T(T(Z,X), Y) 
(2.3.7) 
其 中 工 是 挠 率 张 量 场 ,特别 Y 无 挠 时 ,了 = 0, 上 式 为 
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0 (2.3.8) 
ШН: УТ (1,2) 型 张 量 场 ,由 式 (1.6,12) 得 向 量 场 的 等 
式 : 
(WT)(Y,Z) = WT(Y,Z)- T( WY,Z) - T(Y, WZ), 
( WT)(Z,X) = WT(Z,X) - T( WZ,X) - T(Z, WX), 
( WT)(X,Y)= WT(X,Y)- T( WX,Y)- T(X, WY). 
又 因为 T(X,Y) = WY- WX-[X,Y]K TTREMT(X,Y) 
= 一 T(Y,X), 得 
T(T(X,Y),Z) = T( WY,Z) + T(Z, WX) ~- T([X, Y],Z), 
T(T(Y,Z),X) = T( WZ,X) + T(X, WY) - T([ Y,Z],X), 
T(T(Z,X),Y) = T( WX,Y) + T(Y, WZ) ~ T([Z,X], Y). 
所 以 上 面 六 个 式 子 的 和 就 是 式 (2.3.7) 的 右面 , 故 式 (2.3.7) 的 右 
面 为 
WT(Y,Z)+ WT(Z,X)+ WT(X,Y)- T([X,Y],Z) 
- T([Y,Z],X)- T([Z,X], Y) (1) 
而 式 (2.3.7) 的 左面 为 
R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y 
= V, VW,Z — V, V,Z + V, V,X — V, V,X + V, V,Y 
- W VY - V.x,y)Z 一 Vi y,z1X — V.z,x1 Y 
= W(WZ- WY)+ W(WK- WZ)- Wx. |Z 
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+ V,( WY - WX) - Wy,z1X - V,;, x) Y 
= W(T(Y,Z)+[Y,Z]) + W(T(Z,X) + [Z,X)) 
- Их,у2 + W(T(X,Y)+[X,Y])- VyzX— Wz xY 
= WT(Y,Z)+ WT(Z,X)+ WT(X,Y)+ W[Y,Z] 
+ W[Z,X]+ W[X,Y]- Wx,v1Z 一 Vy,zX 
- VzxiY +[[Y,Z],X1+[[Z,X1,Y]+[[X,Y1,Z] 
= WT(Y,Z)+ WT(Z,X)+ WT(X,Y)- T([Y,Z],X) 
- T([Z,X],Y)- T([X,Y],Z) (2) 
由 于 (1) 式 和 (2) 式 相等 ,所 以 式 (2.3.7) 成 立 . 
定理 2.3.4. E Y 是 微分 流 形 M" 上 的 线性 联络 , 则 第 一 
Bianchi 恒等式 的 局 部 表示 式 为 
Riy + Ri + Riz 
= Tha + Ты + Tht DT + TuTh + ТУТЬ) (2.3.9) 
特别 VE k e ТЕКЕ, Т =0, 从 而 区 ,=0, 故 式 (2.3.9) 为 
Ria + Riy + Ri = 0 (2.3.10) ` 
证 法 LEAR V, p, z.) Е, — 8 820 Xis, X, XT 
偶 为 。',…,w” ,那么 挠 率 张 量 场 T H 
| T = 2;TiX, @ «9 о, 
Ik, 
WT = 2 Ti, X, @ o @ o! ,( W,T)XX,,X,) = УТ, Х,. 
X T(X,,X,) = ТХ, RG Х)Х, = DRX ,在 式 (2.3.7) 中 
取 Z = X,X= X,Y = Xx R — 
> (Ria + Rh; + Riz) X, 
= R(X,,X,)X; + R(X,,X;)X, + R(X,,X,)X, 
= ( W.T)(X,,X,) + ( W,T)(X,,X,) + ( WT)(X,,X,) 
+T(T(X;,X,),X,) + T(T(X,,X,),X,) + T(T(X,,X,),X,) 
= 2 CTh + Т» + Ti) X, + T(21T5X,, X,) 
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+ т‹ тух, X,) + T(>;T;X,,X,) 
= 2 (Th; j t Tha + Ta) X, 
+ > 2 (Th Ti + TuTh + T$; 2D) X, 
比较 两 边 可 得 式 (2.3.9). 
证 法 2: 取 Xi = 5 ,因为 


9 . 
= EEA ] = 0, 得 = 0, x Ti = 一 Ti, Ta = Ta Tyo 
从 而 有 


STT, = 21 ГУТ, + ГУТ), 

yn, = > (TYT; + ГУТ), 

Do = Уп IST; + ГТ). 
又 由 Th 的 一 иктин 得 


i Т s pi i i 
жи = i + > (Tr, - ТГ; — Т.Г), 


Th = 3 + > (Tai, = ТИЗ» - ТЬГу), 
Tia = и + 2; (TH - ТГ — ТЬГЬ). 
килиш 
Thu + Tinj + Tha + 2 (T TaTa + TuTy + ТУТ) 
= 2 + сн =, — + >T ТУГ, + ТГ, + ТУГ) 
аг, 


- 1 Эт + 22 (Tiy, = ГЫП) 
1 


= Эл, 


Гы агь | | 
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+ Ly 
9х} 


әгі . | 
-3 + D (Tiri, — ГГ) 
T ç 


= Кї + Ri; + Rip- 
类 似 于 定理 2.3.3 的 证 明 ,我 们 有 
定理 2.3.5” 设 Y 是 微分 流 形 M” 上 的 线性 联络 , 则 第 二 
Bianchi 恒等式 的 整体 表示 式 与 局 部 表示 式 如 下 : 
( WR)X(Y,Z)W+(VWR)(Z,X)W+(VR)(X,Y)W 
+R(T(X,Y),Z)W+R(T(Y,Z),X)W + 
R(T(Z,X),Y)W=0 (2.3.11) 
当 风 无 挠 时 ,T 下 =0, 式 (2.3.11) 为 
( WR)(Y,Z)W+( WR)(Z,X)W+(VWR)(X,Y)W=0 


(2.3.12) 
局 部 (V,p,zi) 上 , 式 (2.3.11) 和 式 (2.3.12) 分 别 为 
Riun + Ripa + К 
=- 2 (Тык, + ТУКЫ + ТЫЮ) (2.3.13) 
Кыз + Rim + К, = 0 (2.3.14) 


下 面 我 们 给 出 黎 曼 流 形 (M" ,g) 上 的 第 一 、 二 Bianchi 恒等式 
及 曲率 算 子 的 性 质 . 
定理 2.3.6 18 W 呢 黎 曼 流 形 (M" ,g) 上 的 黎 曼 联络 (= 0)， 
则 第 一 Bianchi 恒等式 为 
К(Х,,Х,)Х;+ R(X,,X,)X i + R(X,,X,)X,=0 
(2.3.15) 
此 处 R 是 (1,3) 型 张 量 场 , 它 是 向 量 场 的 等 式 , 它 等 价 于 
R(X1,X2, X3, Xa) + R(X1, Xs, X4, X2) 
+R(X,,X,,X,,X,)= 0 (2.3.16) 
此 处 R 是 (0,4) 型 张 量 场 , 它 是 函数 的 等 式 . 
局 部 (V,z;) 上 , 式 (2.3.15) 和 式 (2,3.16) 分 别 为 
Ria + Riy + Ri = 0 (2.3.17) 
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Кн + R; + Ка = 0 (2.3.18) 
证 明 :由 定理 2.3.3 得 证 ,或 因 无 挠 ,下 =0, 即 W, X, 一 
V.X = [Х,,Х,], Мт 
R(X, X2)X; + Е(Х,,Х;)Х, + R(X,, X, )X, 
= W, WX- W, К.Х 一 Vix, ,x,1X3 + W, WX- W, W,X, 
- Vix,,x)Xi V3 VX2 — Wi Vk; X2- Vix,,x 122 
= VW, ( W,X; 一 У.Х) + АА! Vo XiT VW X3) 一 Vix ,x,1X3 
+ Val WiXa- ®„Х)- Их, х Хі Vx,.x,1X2 
= W.[X,,X,] + WL X3, X1] 一 Vix,.x,1X3 
t W.,[X,i,X.] 一 Vixx, Xi 一 V.x,,x X; 
= [X ,,[X,,X,])] +[X,,1X,,X,]J] + [X3 [X1 X2]] 
= 0. 
又 因为 
R(X1, X2, X3, Xa) + 民 (XI,X3，X4,X2) + R(X,,X,,X,, X3) 
Е(Х,,Е(Х;,Х,)Х,) + g(X1, R(X,,X;)X;) 
+ (Х,,Е(Х,,Х;)Х,) 
Е(Х,К(Х,,Х,)Х, + R(X3, Xa) X; + Е(Х,,Х,)Х,) 
IHE XiE C~(M;T(M)) 成 立 ,所 以 式 (2.3.15) 与 式 (2.3.16) 等 
价 , 分 量 公式 (2.3.17) 和 式 (2.3.18) 显 然 成 立 . 
定理 2.3.7 设 Y 是 黎 曼 流 形 (M",g) 上 的 黎 曙 联络 (人 =0)， 
则 第 二 Bianchi 恒等式 为 
( Ww.R)(X;,X;) Y+ ( W,R)(X;,X,) Y+ ( W.,R)(X,,X;) Y =0 
(2.3.19) 
上 式 是 向 量 场 的 等 式 ,R 和 ( W. К) (1,3) 30ка, = S£ ft 
于 


( W.,R)(Y,Z,X;,Xs) + ( W R)(Y,Z,X3,Xı) 
+(W.,R)(Y,Z,X,,X,)=0 (2.3.20) 
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此 式 是 函数 的 等 式 ,R 和 ( V. К) (0,4) ЖЕМИ. 
局 部 (V ,zx;) 上 , 式 (2.3.19) 各 式 (2.3.20) 分 别 是 
Ria + Rima t Кз =0 (2.3.21) 
Rirn t Rima + Rir = 0 (2.3.22) 
证 明 : 因 R (1,3) WR, E W, R) (Х,, X,) Y = 
( W R)(X,,X,, Y),H T Р, (1.6.12)3KiS n] 8 D 05 Ж, 
(W.R)(X,,X;)Y + ( W,R)(X,,X,) Y + ( W,R)(K,, X.) Y 
= W,R(X,,X,)Y — R( W,X,;,X,)Y - R(X,, W, X3) Y 
О = R(X2,X3) W Y + W R(X3,X1) Y — R( W,X3, X4) Y 
- R(X3, W, Xı) Y - R(X3, X1) W,Y + W,R(X,,X,) Y 
- R( WaXi, X2) Y - R(X,, W,X,) Y ~ R(X,,X,) W,Y 
= W.R(X;,X;) Y + W.R(X,,X,) Y+ W,R(X,,X,) Y 
- R([X,,X,],X,) Y - R([X;,X;],X Y ~ R([X,,X,],X,) Y 
— R(X,,X;) W, Y - К(Х,,Х,) VW, Y ~ R(X, ,X;) W, Y 
= W, W, Va Y- W, W, W,Y - W, Их уу 
+ W, W; WY - W, W, BY- W, хх 
+ W, W, WY - W. W. WY - Vx; Wx..x,1 Y 
-Z хх) W Y + W, Wx.x Y + Wix хх 
V.x,,x) Wi Y + W, Wx + Ух ху 1 Y 
Z Wx,x) Wo Y + W, Жу уу + Vix,x ,x,1Y 
- Wo Ws WY + Va Wo Wa Y + Их уу Ye Y 
- W, W, W,Y + W. Wy Ve, Y + Vixx] Ve Y 
- W, W, WY + W, Vç, WY + Ухх, W, Y 
= Vx x XIX XI KX KK Y 
= WY = 0. 
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故 式 (2.3.19) 成 立 . 下 面 先 证 明 
( W R)XY,Z,X,,X,)=g(Y,( W.,R)(X,,X,)Z) 
(2.3.23) 


事实 上 :由 式 (1.6.12) 得 
(WR)XY,Z,X,;,X,) + R( W Y,Z,X;, X.) 


+ R(Y, W ,Z,X,,X,) + R(Y,Z, W .X,;, X.) 
+ R(Y,Z,X,, W. Хз) 

= Va R(Y,Z,X, , Xs) 

= Wg(Y,R(X2,X;)Z) 

= g( W,Y,R(X;,X;)Z) + g(Y,( W,R)(X,,X,)Z) 
+g(Y,R( W X,,X,)Z)+ g(Y,R(X,, VW. X;)Z) 
+g(Y,R(X,,X,) W,Z) 

= R( Ww ,Y,Z,X;,X;) + g(Y,( W R)(X,,X;)Z) 
+ К(Ү,2, WiX2, X3) + R(Y,Z,X,, W, Xs) 
+ R(Y, W ,Z,X;,X;) 


两 边 相 消 可 得 式 (2.3.23) 成 立 ,由 式 (2.3.23) 得 
( WR)(Y,Z,X2,X3) + ( W,R)(Y,Z,X,,X,) 


+ ( WsR)(Y,Z, Xi,X,) 
= gLY,( W.R)(X,;,X,)Z + ( W.R)(X;,X,)Z 
+ (%,К)(Х,,Х,)7] 


再 由 Y 的 任意 性 知 , 式 (2.3.19) 与 式 (2.3.20) 等 价 . 
局 部 (V ,x;) 上 , 设 Хе X, 是 V 的 基 ,对 偶 为 wl! e. o", 
因 R 是 (1,3) 型 张 量 场 ,所 以 


R= ВЫХ, аа о, 
1.3.6.1 
WR = > Rica X, Оо 9 о (9) о. 
isjsk,l 
所 以 ( W,R)(X;, X. ,X,) = ы, Х,, (2.3.19) 得 
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> (Riun + Ripa + Rira) X, 


= (W.R)XX,,X,,X,) + ( WR)(X,,X,,X,) + ( WR)(X,,X,,X,) 
= ( W.R)(X,,X,)X, + ( W.R)(X;, Xi) Xn + ( W.R)(X; , X, ) X, 
= 0. 

所 以 式 (2.3.21) 成 立 ,因为 Ryu = 2 Riuga H gsish = 0, 得 


Куш, h = Увы, hBsi: 
从 而 得 


Rana t Кок, + 


= D Riu к t Rimi t Rimi) Bs. 
故 式 (2.3. 21) 与 式 (2. 3. 22) 等 价 . 


或 在 式 (2.3.20) 中 , 取 Y=, Z=, X= 
元 , = 水-, 则 得 式 (2.3.22)， 

注 式 (2.3.21) 就 是 式 (1.7.17). 

定理 2.3.8 黎 曼 流 形 (M",g) 上 的 (0,4) 型 曲率 张 量 场 R 
具有 以 下 性 质 : 

(1) R(X1, X2, X3, Ks)= -R(X2,X1;X3, X4) (2.3.24) 

(2) R(X,,X,,X;,X,) = - R(XI, X2, X4, X3) (2.3.25) 

(3) К(Х,, X2, X3, X4) = К(Х,,Х,,Х,,Х,) (2.3.26) 
其 中 Xi, XX3, Xi€ C~(M;T(M)), 局 部 (V,x;)} 上 ,上 面 三 
式 分 别 为 


Rju = — Кы, Rau=0 (2.3.27) 
Кы = — Rijn, Ri] = 0 (2.3.28) 
Кы = OE; (2.3.29) 


证 明 :(1) 由 定义 及 无 挠 性 得 
| R(X,,X,,X;,X,) + R(X,, Xi,X;,, X,) 
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g(Xi, R(X3,X4)X2) + g(X,,R(X,,X,)X,) 
g(Xı, Ух, Vz, X2 一 W, VX? т Ухх 1X2) 
+ g(X;, W, W,X, -— W, ИХ, 一 Vix x, 1X1) 
g(X,, W, W.X;) + g(X,, W, VWa Xi) ~ (Х|, W, ИХ) 
~ g(X;, W, W.,X.) - g(X., V.x.,x)X,) — g(X2, Их, х Ха) 
gCX1, W, W,X,) + (и, Ху, W.,X,) + g( W.X I, VWa Xa) 
+ g( Vk, W.Xi,X,) 一 g( У.Х, У.Х) — &( Vka Xis Vx; X2) 
~ g(X., Wa WsX2) _ g( W, WsX1, X2) - [X3, X4] (X1, X2) 
Xslg( VeXi, X2) + g(X,, W, X2)] - [ X3, X4] (X1, X2) 
~ Xale W,X,,X,) + g(X,, VxsX2)] 
X3X48(X1,X2) - XaXsg (X1, X2) - [X3, XaJg( Xi, X2) 
Хз, Xalg(Xi1, X2) - [X,, Xa] (Xi, X2) 
= 0. 
(2) HT R(Xs,X,)= ~ R(X4,X3), 所 以 
К(Х,,Х›,Х3,Х,) = g(X i, R(X;,X,)X,) 
=-~ g(X1, R(X4,X3)X2) =- R(X,,X,,X,,X,). 
(3) 由 式 (2.3.16) 及 式 (2.3.24) 和 式 (2.3.25) 得 

0= R(Xi, Xs, KX3, Xa) + R(X,,X,,X,,X,) + КОХ, X4, X2, X3) 

— R(X2, X3, Ka, X1) - R(X2, Xa, Xi, X3) — R(X,, Xi, Xa, X4) 

~ ROXs, Xi, Xi,X,) - R(X3, X1, X2, Xa) - R(X3, Xs, Xa, X1) 

+ К(Х„,Х,,Х,,Х;) + R(X,,X;,X,,X,) + R(X,,X;, X, , X2) 

= 2R(X,,X,,X,,X,) — 2R(X3, X4, X1, X2) 

所 以 К(Х,, X2, X3, X.) = R (X3, X,, Xi, Х,). 局 部 公式 
(2.3.27) 式 (2.3.28) 和 和 式 (2.3.29) 显 然 成 立 . 


2.4 Riemann 流 形 的 结构 方程 


设 (M",g) 是 n 维 Riemann 流 形 , У М" 上 的 Riemann 联 络 ， 
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II 


I 


V Ж М" HERR, X X, 是 V 上 的 一 般 切 标 架 场 , 对偶 为 
wl, e, w” 
WX = DTX,» «л = гій, g; = g(Xi, Xi). 
由 于 是 无 挠 度量 联络 ， 由 定理 1. 5.8 得 
定理 2.4.1 Riemann 流 形 (M" ,g) 在 一 般 标 架 场 下 的 第 一 、 
第 二 结构 方程 分 别 是 
det =- Эш) Л ай, dgy = 21 (ойды + wfgn) (2.4.1) 


del = Dt A aj + 04,04 = > 2 Уве Ла (2.4.2) 

a п 
оу = Dolgy, Q, = Dey (2.4.3) 
wj 0, 分 别称 为 Riemann 联络 的 联络 形式 和 曲率 形式 ,ow 是 
一 次 微分 形式 ,0; 是 二 次 微分 形式 ,由 式 (2.4.3) 及 式 (2.3.2) 得 


т 1 т 
0; = >a Bm; 一 2 2 Riset A а! 


- T Ука A о =- 2 У Л w! (2.4.4) 
显然 0;= 0， | 
因 (M" ,g) 是 黎 曼 流 形 ,所 以 在 局 部 (V ,x;) 上 ,有 标准 正 交 基 
HRH e1 ,…,e; Н 61,…,w,. 即 о, (е) = 5, gle, 
е) = 3, 从 而 式 (2.4.3) 及 式 (2.3.2) 为 
w= wj, (E= Aj, Riu = Ru (2.4.5) 
ноо NEERA 由 此 得 
定理 2.4.2 Riemann 流 形 (M”,g) 在 标准 正 交 基 向 量 场 下 
的 第 一 .第 二 结构 方程 分 别 是 
(1) dœ; = Хе Л oj, оу + о; = Ü (2.4.6) 


(2) ао, = - X. A ov + О, (2.4.7) 
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1 
其 中 (2; 二 一 > УЕ A ©. 
天， 


(М, е) 的 局 部 VV 上 , 取 标 准 正 交 标 架 场 61,75, НУ 
ol yo 由 式 (1.7.1) 和 式 (1.7.9) 得 ‚е; 和 ©; 的 绝对 微分 分 别 是 


De; = Soy @ е}, Do = Уо @ wj (2.4.8) 
与 式 (2.4.6) 比较 ,第 一 结构 方程 是 对 w; 求 外 微分 ,由 式 (1.7.3) 


及 式 (1.7.10) 得 
Ке; = (De;)(e;), Ў, 0; = (Ро; )(е;) (2.4.9) 


ШТ = Узе: @ о, оь 是 V 上 的 (1,2) 型 张 量 场 ,由 式 
(1.7.15) 得 分 量 函数 以 的 绝对 微分 
Dti, = dti, + ај _ 224 _ Эй 
= dt, + Энн + thy + in 
= 20е (2.4.10) 


式 中 全 为 加 号 . 
Ж 设 了 工 是 (~,*) 型 张 量 场 ,局 部 V 上 , 设 


Т = У! е Q-A е; $) wk, 99. ор. 
MARRA п”; 的 绝对 微分 是 


和 
Ры. = deg ， 十 7 ГОА + 


k 
j i,t Jj J, ... дз, 
+ > ek ау + У) ~- k Oik + + >s ӨР (016 
T AU, n 2 т ааб з 
_ ЕА 
= У) оң (2.4.11) 
i 1 sii 


公式 (2.4.11) 今 后 常用 , 它 给 出 了 协 变 导 数 与 绝对 微分 及 外 微分 
的 关系 : 
例 1 设 (M",g) Æ Riemann 流 形 ,人 下 = Уго; © о, М" 
上 的 (0,2) 型 张 量 场 ,证 明 : Í 
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tji T tp = У) mR mir + timRmj) (2.4.12) 
证 明 : 由 т, 的 绝对 微分 的 定义 得 
dz; = ЭГЕ? _ У) 一 D> tia (2.4.13) 
k m m 
又 т 的 绝对 微分 是 
Рг; = dt;;k + 了 十 了 
十 ЭПИ = A (2.4.14) 
m i 


对 式 (2.4.13) 外 微分 ,并 利用 式 (2.4.13)、 式 (2.4.14) 及 第 
一 .第 二 结构 方程 式 (2.4.6) 和 式 (2.4.7) 得 


0= d(dż;) = S dtja A оь + X t do, 
k k 
一 > dem А wni 一 > ыйа; 一 > diin A om 一 Dr doy; 
т т т т 
= D ун A we 一 Dt stom А o, 一 ЭИУ A o 
k,l m,k m,k 
ш S tymon A Wk + S tp kon A Wm Di spk A Wmi 
m,k m,k m,k 
+ Уо, A Wmi + Dimos A Wmi 一 了 > A Wki 
m,k к.т т, Ё 
一 >u, n, 一 了 A o,,; + 了 > ty oi A о; 
m m,k k,m 


+ > шы A © ту 7 Уеа A 05 7 ЭПИ 
km km m 


1 1 
= > [ам + > ХК + DF timR mjit k Л ok 
КИН т 
所 以 Ты ta = Уе, + D timR mjt 
例 2 É R = > Rw: @ o; @ o, Q о 是 (0,4) 型 张 量 场 ， 


了 


8 Riju = R(e; Ejs @# , el) ‚Кш 的 绝对 微分 
DR; = dR; + PIR, + > Rimo 
^ h 


+ Умом + 2 Rue 
h h 
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= SIR; aO (2.4.15) 
证 明 : 第 二 Bianchi 恒等式 成 立 ， 
Riga + Куш + Кую = 0 (2.4.16) 
证 明 :对 第 二 结构 方程 
0; = dwj 一 2104 Л оу =- TUR e A а 
外 微分 来 证 , 留 作 习题 . 


2.5 Riemann 流 形 (M",g) 上 函数 f BJ 
Laplacian Af 
1. Af 的 定义 及 局 部 表示 
(M ,g) Жп “E Riemann MI, f 6 C” (MI;R) ,局 部 (了 ， 
z) 上 , 切 向 量 场 X = DX 5 X 沿 3 的 协 变 导数 为 


定义 2.5.1 向量 场 X = Ух э мнн div X 是 函数 ; 


div x È DX; = D + >r, (2.5.1) 
定义 2.5.2 函数 了 的 梯度 зау E Г 


g(gradf, Y) df(Y) = Yf (2.5.2) 
其 中 YE C°@P(M;T(M)) E M 上 任意 切 向 量 场 . 


局 部 (Y,zi) 上, 设 gradf = 3)f' 3 -, 由 式 (2.5.2) 及 度量 g 
的 性 质 得 
9 
g(arad/ 55)- в [Z = д2; ?zi =)= эВ» 


эт” fi 
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从 而 得 三 = Ула = Dr De" = De 3 2f 


gradf = y [>e 20). (2.5.3) 
设 e1,…,es 是 V 上 的 标准 正 交 基 , 则 
gradf = D (ef)e (2.5.4) 


定义 2.5.3 (M",g) 上 函数 f 的 Laplacian A f 为 
A Н 
A f— div gradf = >f: 
д! Е 
9 j? „ Ofm 
= > (> 27)» De ЭКГ; 0.5.5) 


记 G = (g;), | G |= det(g;), G = (2°), RIA 
定理 2.5.1 W fE C”(M;R), 则 在 局 部 (V ,zx;) 上 ,有 


_9_ j 9f 
Af = —> зк! б! > э, | (2.5.6) 
证 明 : 因 为 
811 Ein 
3 Бш — in ... 
а1б1_ 9 _ 
дт, дхк _ 气 да ... дЕ 
gn e Enn Ek 92, 
Bnl Enn 
= ул 85 
А дт, U 
其 中 Gy 是 G = (gy) PER gy КАТ, X а? = Gy, 
所 以 G; = | G 1 g, 故 
ад 
"a A (2.5.7) 
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从 而 


а 12161 j 985 
22181615 I GI Əx, = 28 дхь` 


再 由 式 (2.2.15) 得 


| ГИ 
S pi 1 ДЕЕ 961; ова ) 
>r, 2 2 ду, 


Эх, Әд) 
= LSe" Eu = EAA GI (2.5.8) 
ШП Th = 
故 有 
Af= У = УУ + Уе Угу 
а го! 
= > +5 зто У 55 СС арз 
1 А 
= МТС іу 
т aa Р) 
_ — 1 9 j 9f 
= лр зе у! G 2 221. 


Kua asi 5. 5.5) хин» 
У\ ey g’ 9 


x; дух; 
(2.5.9) 
由 式 (2.5.8), 式 (2.5.1) 可 写 为 
div X = DEt 52-1 G ] (2.5.10) 
设 el,…,e, 是 V 上 的 标准 正 交 基 向 量 场 ,wi,…,w 是 其 对 
偶 , 由 式 (1.7.30) 式 (1.7.31) 和 式 (1.7.32) Hl, f 沿 切 方 向 e; 的 
协 变 导 数 为 
fu = ef = Vf (2.5.11) 
f WJ — Er .二 阶 绝 对 微分 为 


Df = df = X (ef) wi = М, (2.5.12) 
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D’f = > Df., ® o, = >f. e, @ o, (2.5.13) 
其 中 f. = e; (f;;) 一 > F Tt. 一 elef) 一 > lef) ГА, grad f = 
S (ef)e; 2 Dfe B. f = e = fu 8 Af = >f. = PURE 


又 We = irse,, 从 而 我 们 有 
定理 2.5.2 iz f € C”(M; R), Ай VV 上 , 取 e1，,"…,exn 十 
V 的 标准 正 交 标 架 场 , 则 
Af= Уа = Dei(ef) – Xer] 
= 2 [ei(ef) — ( Wei) f] (2.5.14) 
Ж ”公式 (2.5.14) 也 可 由 式 (1.7.29) 得 :因为 
D’ у(е;,е;) = е; (е) 一 人 Vei)f, 
D° f = 2 f ® o; 
所 以 
fu = D? fle;,e;) = e; (ef) _ ( Wei)f, 
从 而 Af = DS i = 2 [ei(esf) - ( Же) Р. 
ЖІ М" = R", r} = 0,B g; = 6;, 任 f€C”(R"; 
R),# 
Af = эке (2.5.15) 


Ir? ax? 
这 正 是 R" 中 WAX f BJ Laplacian. 
注 2 (7,5) 型 张 量 场 工 ,可 算 其 分 量 的 Laplacian 算 子 ,如 
Т = 27е @ wj 的 ор (1,2) 型 张 量 场 ,zi 的 Laplacian 算 子 为 


Ar, = Уи (2.5.16) 
2. 散 度 、 梯 度 和 Laplacian 算 子 的 性 质 


定理 2.5.3 设 (M",g)= (M"; <,，>) 是 7” 维 Riemann 流 
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形 ,f € C°P(M;R),X,Y € С°(М;Т(М)), і 


(1) div( JX) = f - divX + Xf (2.5.17) 
(2) div( X + Y) = divX + div Y (2.5.18) 
(3) gradf2 = 2 f - gradf (2.5.19) 


证 明 :(1) 局 部 (V,z) 上 ,X = Dx 52-,/х = Уу зс, 
由 式 (2,5.1) 得 
div( fX) = У УГ; | 


= = У) ЭЕ zx + Уг; 
= f. div X + Xf. 
(2) 设 Y=- BY ,那么 X+Y = DO + ү) 52,8 
式 (2.5.1) 得 
div(X + Y)= У; + Ү) ух + YI TI 
9 X: jpi дү! jpi 
= > 92, + LXT; + > Эт + LYT; 
= divX + div Y. 
(3) 因为 gradf = D| De эт, az Bi 
Of 
gradf? = ирэ кары 2f gradf. 


Ж 2.5.4 设 (M*,g) Æ п 维 Rieman ЈА, Р.А € 
C°%(M;R),MWJ 


A(fh)= hAf + fAh + 2g(df ,dh) 
= hAf + fAh + 2(gradf ,gradh) (2.5.20) 
特别 h= 了 时 ,有 
AF = 2fAf + 2g(df,df) = 2fAf +2 | gradf |? 
= 2fAf +2 ! Df? | (2.5.21) 
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证 法 1: 局 部 (V,z;) 上 , 取 标准 正 交 切 标 架 场 el,…,e, ,对 偶 
为 w1，…,w, ,那么 由 式 (2,5.4) 和 式 (2.5.12) 得 
gradf = 2 (eif)ei, Df = У) (е) оу. 
向 量 场 gradf 和 一 次 微分 形式 Df 的 长 度 的 平方 相等 , 即 
| gradf 12 = > (e)? =| Df? 
由 定义 及 式 (2.5.17) 和 式 (2.5.18) 得 
A(fh)= div grad( fh) = div| Delh )e; | 


= У) Се) е + h D (ef)e | 
div[ f ` gradh + h • gradf] 

= fAh + АА] + (gradh)f + (gradf)h 
= fAh + hAf + 22) (eh) (ер). 


lI 


g(df,dh)= g(2) (ef)w;, 2) (ел) у) 


= 51067) eh) в = 2 (ef) (ед) 
其 中 gy = glee) = дуу? = glw; w) = ó. 


证 法 2: 局 部 ( V,z;) E. URERA T. ,元 - ,由 于 


gradf = 2,0528 г) 元. 
由 定义 及 式 (2.5.17) 和 式 (2.5.18) 得 
A(fh)= div grad( fh) = dv[ 5) (De 00 дл, ')=] 
(Же В [>e ШЕ] 
= div[ f ° gradh + h * grad f ] 


= fAh + hAf + (gradh)f + (gradf)h 
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_ y 2f dh 
= fAh + hAf + 226" PERA 


而 
9 ah 
2g(df,dh)= 2: |> 过 dr эз йз, | 
Әһ, 
= 2 з зав, 


2g(gradf, gradh ) 
(D (De L E(D Faaa) 
25g „н 9f Ih 


£ дх, Jx E” 


Уе эу эт” Ээр jy If ЭҺ 


дх; дт; 
其 中 用 到 了 ye = = б. 
证 法 3: канаю 5.6) R 
Аъ) = >= [ve Уе 4 


7612 
- -一 > zl! IDe ( з tra) 


1 9} < ;9h 
= fAh + hAf+ «JIG | j In 
-A f FF 22 ax, 2 дх; 


dh, y 9f 
Эт. VIGI Zg 区 


; 3f аһ 
= у 9f 2h 
fAh + hAf +2 26 Эт, Iz 


Ë BREASfth)=Af+tAR. 
3. Hopf 5| 


本 节 要 用 到 微分 流 形 上 积分 的 Stokes 定理 ,为 此 先 介绍 该 定理 
定理 2.5.5(stokes) 设 M” 是 可 定向 的 n 维 C” 微 分 流 形 ， 
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М" 的 边界 9M”"(n 一 1 维 微分 流 形 ) 有 诱导 定向 ,w&€ A” !( M"), 
о EIM” 上 可 积 ,dw ТЕМ” 上 可 积 , 则 有 积分 公式 


| .a = | w (2.5.22) 
M aM 


мам" = 9( 空 集 ) 时 ,| о = 0, 

Ш ”定理 2.5.5 的 证 明 见 《微分 流 形 与 黎 曼 几何 》, 纪 永 强 
著 , 陕 西 师范 大 学 出 版 社 ,1994 年 7 月 . 

定理 2.5.6 设 (M”",g) 是 nn 维 紧 臻 连通 (无 边 ) 定向 的 
Riemann 流 形 , 则 对 任 f € C”(M; R), A 


K = 0 (2.5.23) 
其 中 do = wi A … А о, ЖМ" 的 体积 元 素 . 
证 有 明 : 设 立 是 M" 的 局 部 坐标 域 ,ej,…,e, 是 V 上 的 标准 正 交 
基 向 量 场 ,ol о, 为 其 对 偶 , 则 
Ди = еў = ef (1) 


dfu = 2 fami Уо (2) 

由 外 微分 的 性 质 及 第 一 结构 方程 得 
а -Dif A ЛФЛ Л в) 
= У а A аЛ Ao A А o, 

+ 22 (1) f, O Da A = A doy А Ае ЛА À o, 
= DEO DED (ув) — fo) Awa AADA А o, 

+ DODD Dw A = A (Doe A ek) A 

A b, Л A o, 
= ZC 1)! о; А Аз Ав А А wn 

_ 2 (- DY Soj Aw Ас Ло, 
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EODD Do Л A w A o Л Л o, 


= DS A À o, = У, do (3) 


ШӘМ" = 0, Н Stokes EM 2.5.5 得 


| „Аа = L, 2f do 
= |а A A алт A wn) 


= l. >C 1/71}, A Aa Л А o, 
= 0. 
ЕХ 2.5.4 设 (M",g) 是 Riemann MÉ ,/ЄС°(М;Е) 
(1) 者 Af=0, 则 称 f 是 M 上 的 调和 函数 . 
(2) Æ Af 宇 0, 则 称 f E M 上 的 下 调和 函数 ， 
(3) Ж Af 二 0, 则 称 f 是 M 上 的 上 调和 函数 . 
引 理 2.5.1 (Hopf) 设 (IM",g) 是 n 维 紧 臻 连通 的 Riemann 


流 形 ,fEC”(M;R), 若 Af>0( 或 AF<0, 或 Ar=0), 则 


f = const (2.5.24) 
证 明 :由 定理 2.5.6 知 ,| Afdv = 0, 又 Ap 三 0, 所 以 
Af = 0,fAf = 0 (1) 


又 df = Уу) = У, 

0= | „аға = | Уо | 
= |а) алла À = À о) 
= хе рор ЛЛ Л A wn] 


- | ағ А ECD fw A A ‚Л ч Ло, 
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= С П) fie А A о, A Ло, 
Е | C37) A > C 1)! fw A `". A ®; А ... A =,» 
= 0 T л Л >C 1) ўор A ... A @; А ... A Wn 


-| „Уә 
х Уул 之 0, 得 f;; = 0, 所 以 /是 局 部 常数 ,又 M" 连通 , 故 了 在 
М" 上 是 常数 . 

Ж 引 理 2.5.1 说明: 紧 致 连通 Riemann WÉ М" 上 的 调和 
函数 、 上 (或 下 ) 调和 函数 都 是 常数 . 


2.6 Riemann 流 形 (M”,g) 的 截面 曲率 


1. 平面 截面 曲率 的 定义 
W (М", с) Жп Ж Rieman К, X . Y .Z . W ДМ" 上 的 光滑 


切 向 量 场 , АЗЕ (У) Б.Х = DX Y = DY Z. 


Z = > 元 ,W = Уж эт. 那么 有 
RA, Y,Z,W) = 2 RX үг. 

显然 函数 R(X,Y,Z,W)# р 点 的 值 只 УМЕ Х,,Ү,,2, 和 
W, 有 关 , 故 可 定义 

R(X,Y,Z,W)(p) = R,(X,,Y,,Z,,W,) (2.6.1) 
其 中 R, E p 点 的 (0,4) 型 张 量 ,X, 等 是 p 点 的 切 向 量 . 

定义 2.6.1 设 L(X,,Y,) 是 由 向 量 X, 和 YY, 张 成 的 二 维 平 

面 ,L (X,Y ) 的 截面 曲率 定义 为 

R,(X,, Y,, Xo,, Yp) 
gp (Xe Xole (Yp Y,)- g, (X,, Y, 
X g(X,Y)(0) = gp (X,Y ), 再 由 式 (2.6.1), 式 (2.6.2) 可 写 为 
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К(Х,,Ү,) = (2.6.2) 


_ R(X,Y,X,Y) 
КОХ, р) = (X, X)e(Y,Y)-g(X, Y) , 


定理 2.6.1 平面 L(X,,Y, ) 的 截面 曲率 K(X,Y)(p) 与 基 
向 量 X, AY, 的 选取 无 关 ; 即 设 X, 和 Y, 是 平面 L (X,, Y, ) 的 
另 一 组 基 , 且 


(2.6.3) 


X,= aX, + bY, 
， ad 一 pc 天 0. 


Y,= cX, + aY, 
则 有 K(X, Y)(p)= K(X,Y)(p). 
证 明 : 因 为 R(X,X)=0,R(Y,X,X,Y)= -R(X,Y,X, 
Y) ,所 以 
R(X,Y,X,Y) 
=R(aX+bY,cX+dY,aX+bY,cX+dY) 
=g(aX+bY,R(aX+ bY,cX+ dY)(cX+ dY)) 
=g(aX+bY,(ad-bc)R(X,Y)(cX+dY)) 
=(ad- bc)lacg(X,R(X,Y)X)+adg(X,R(X,Y)Y)+ 
bcg(Y,R(X,Y)X)+ bdg(Y,R(X,Y)Y)| 
=(ad-bc)ladR(X,Y,X,Y)+&R(Y,X,X,Y)] 
=(ad-bc)R(X,Y,X,Y) (1) 
g(X,X)g(Y,Y)- g(X, Y) 
=g(aX+bY,aX+bY)g(cX+ dY,cX + dY) 
-g(aX+bY,cX+dY) 
= (аа – bc)[g(X,X)g(Y,Y)- g(X,Y)’] (2) 
由 式 (1) 和 式 (2) 及 定义 得 


K(X,Y)(p)= 一 二 
8 


-REAX,Y,X,Y) ___ 
g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y) |, 
=K(X,Y)(p) 


局 部 ( Ул) Е,Ж-°-,--,-#-ж АПЫН, е, ‚е, Ë 
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标准 正 交 基 向 量 场 , 则 


9 9 К 
khara (2.6.4 
Ixi дт; (p) gug2 一 BT p ) 
К (е;,е;)(р) = R;; (p) (2.6.5) 


Ж 在 p 点 ,对 切 空间 T,(M) 中 的 不 同 截面 ,一 般 有 不 同 的 
截面 曲率 . 


2. 截面 曲率 决定 曲率 张 量 


定理 2.6.2 Ë X, YE C °" (M; T(M)), Riemann 流 形 . 
(M" ,g ) 在 户 点 的 曲率 张 量 R(X,Y,Z, 克 )(p) 由 户 点 的 所 有 二 
维 平面 截面 曲率 K(X,Y)(p) 惟 一 确定 . 

证 明 : 设 R(X,Y,Z,W) 和 R(X,Y,Z,W) 是 满足 式 
(2.3.16) . 式 (2.3.24)、 式 (2.3.25) 和 式 (2.3.26) 的 四 重 线性 函 
数 , 依 题 设 ,对 任 X,YEC”(M;ITOM)) 

R(X,Y,X, Y) 
g(X,X)g(Y,Y)—- g(X, Y) 
_ R(X,Y,X,Y) 
g(X,X)g(Y,Y)-zg(X,Y)2|, 
即 民 (X,Y,X,Y)(p)=ROX,Y,X,Y)(p), 要 证 对 任 X, Y, 
Z,WEC”(M;T(M)), 有 
R(X,Y,Z2,W)= R(X,Y,Z,W) (1) 

令 S= 民 ~R, 即 :已 知 S(X,Y,XX,Y)=0, 求 证 :S(X,Y， 
Z,W)=0. 

事实 上 ,由 S(X,Y,X,Y)=0 得 

0=S(X+Z,Y,X+Z,Y) 
=S(X,Y,Z,Y)+S(Z,Y,X,Y) 
=2S(X,Y,Z,Y) 


P 


Вр 
5(Х,Ү,2,Ү)=0 (2) 
由 式 (2) 得 
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0=S(X,Y+W,Z,Y+ W) 
=S(X,Y,Z,W)+S(X,W,Z,Y) (3) 
由 式 (3) 及 5 满足 式 (2.3.25) 得 
S(X,Y,Z,W)= -S(X,W,Z,Y)=S(X,W,Y,Z) 
=-S(X,Z,Y,W)=S(X,Z,W,Y) (4) 
由 式 (4) 及 式 (2.3.16) 得 
3S(X,Y,Z,W) 
=S(X,Y,Z,W)+S(X,Z,W,Y)+S(X,W,Y,Z)=0. 


з. 常 曲率 黎 曼 流 形 


定义 2.6.2 设 (M',g) 是 п Æ Rieman 流 形 , 若 对 任 PEM 
及 p 点 的 任意 平面 截面 L (X, , Y,), A 
K(X,Y)(p)=c (2.6.6) 
则 称 (M” ,sg ) 是 常 曲率 为 c 的 Riemann 流 形 . 
Ж 式 (2.6.6) 可 写 为 K(X,Y)=c. 
定理 2.6.3 R(M",g)Æ п # Riemann 流 形 , 则 (M",g) 是 
常 曲率 为 c 的 流 形 , 即 任 p RERE L (X, , Y,) A 


— R(X,Y,X,Y) = 
K(X,Y) Е(Х,Х)е(Ү,Ү)-к(Х,үҮЙ ° (2.6.7) 
© R(X,Y,Z,W)=c[g(X,Z)g(Y,W)—-g(X,W)g(Y,Z)] 


(2.6.8) 

е R(X,Y)Z=c[g(Z,Y)X-g(Z,X)Y] (2.6.9) 
= 局 部 (了 ,zi ) 上 ,有 

Riju = АТ 一 818%) (2.6.10) 

Ө Ru c (lgu = діва) (2.6.11) 


_ [2 9 9 2 _ {2 2 
其 中 Re =R gaa (等 
证 明 : 式 (2.6.7) 二 式 (2.6.8): 式 (2.6.7) 为 
R(X,Y,X,Y)=clg(X,X)g(Y,Y)~-g(X,Y)] (1) 
A ` 
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R(X,Y,Z,W)=c-[g(X,Z)g(Y,W)-g(X,W)g(Y,Z)] (2) 

易 验 证 ,R 满足 
R(X,Y,Z,W)= -—R(Y,X,Z,W), 

R(X,Y,Z,W)= -R(X,Y,W,Z), 
R(X,Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y), 
R(X,Y,Z,W)+R(X,Z,W,Y)+R(X,W,Y,Z)=0. 

故 R 是 满足 上 各 式 的 (0,4) 型 曲率 张 量 场 , 并 且 由 式 (2) 和 式 (1) 得 
R(X,Y,X,Y)=c[g(X,X)g(Y,Y)-g(X,Y)2] 

=R(X,Y,X,Y). 

由 定理 2.,6.2 知 ,R(X,Y,Z,W)= R(X,Y,Z,W), 即 
R(X,Y,Z,W)=c[g(X,Z)g(Y,W)- g(X, W)g(Y,2)] 
式 (2.6.7)< 式 (2.6.8): 令 Z=X, 克 =Y 便 可 得 (1), 即 为 

式 (2.6:7). 

A (2.6.8)>A (2.6.9): HAXE WEC”(M;T(M)), 有 
g(W,R(X,Y)Z)=R(W,Z,X,Y) 
=c[g(W,X)g(Z,Y)-g(W,Y)g(Z,X)] 
=g(W,c[g(Z,Y)X- g(Z,X)Y]), 

所 以 R(X,Y)Z=c[g(Z,Y)X-g(Z,X)Y]. 

10(2.6.8)< (2.6.9): 4] 9 (2.6.9)19 

R(X,Y,Z,W)=g(X,R(Z,W)Y) 
=g(X,c[g(Y,W)Z- g(Y,Z)W]) 
=c[g(X,Z)g(Y,W)-g(X,W)g(Y,Z)]. 
式 (2.6.8) © 式 (2.6.10) :显然 成 立 . 
式 (2.6.10) Өө 式 (2.6.11) ;由 


ЭК шы = К = c(gagu — ва) 
= с У! (Orgingy 一 ÒT Bim в) 
= Zc (g ш бё) Emi 


易 得 , 式 (2.6.10) 与 式 (2.6.11) 等 价 . 
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Ж 式 (2.6.9) 是 向 量 场 的 等 式 ,其 他 都 是 函数 的 等 式 . 
Ж 由 定理 2.6.3 的 证 明 易 见 , 若 在 一 点 р, b 点 的 所 有 平面 
截面 曲率 都 等 于 KK(p), 即 
K(X,Y)(P)=K(p)， 久 ,Y 任意 . 


则 有 
R(X,Y,Z,W)=K(p)[g(X,Z)g(Y,W)-g(X,W)g(Y,Z)] 
(2.6.12) 
局 部 (V,zi) 上 ,在 坐标 基 ]-，… ,5 下, 式 (2.6.12) 为 
Xl дх, 

Кы = К(р)( вав ~ gugi | (2.6.13) 
在 标准 正 交 基 el ,…,e, 下 , 式 (2.6.12) 为 

Кы = K(p)( Bd — бубу.) (2.6.14) 


定理 2.6.4 (F. Schur) 设 (MXM ,sg) 是 ” 维 连通 的 Riemann 流 
形 ,2 之 3. 若 在 一 点 p 处 的 所 有 平面 截面 曲率 都 等 于 Kp), M М" 
是 常 曲率 为 K 的 流 形 . 

证 法 1:18 V 是 局 部 坐标 域 ,在 V 上 取 标 准 正 交 切 标 架 场 el， 
… en 对 偶 为 wl ,…,w, ,由 题 设 及 式 (2.6.14) 得 


1 
OQ; 二 一 2 Ra A v 
2 k,l 
二 一 DK(p) диб, 一 биб, ]o, A © 
k,l 


=--уК(р)[в Лата А wi] 


=- К(р)ш Л о (1) 
从 而 第 二 结构 方程 为 
de; = Уо A wy – Ко; А o; (2) 


我 们 证 明 К(Р)=К 是 常数 ,为 此 对 式 (2) 外 微分 得 
0 = d(do;) = 2 des Л oy – Уо A dwy -dK A o; A o; 
– Kdo; Л wj + Ко; A dw; 
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= ЭУ А Wik A wy = K Dw; A wh A kj T S wa A © А ©; 
k,l k k,l 
+ KD wy Л о A w -dK A w; A œ- К Уо Л а Л o; 
k k 
+ K Jo; A Wik A wh 
k 
=- dK A œw; Л о; . (3) 
因为 KEC”(V;R),dK EAI(V), 令 dK = УК, o, ,其 中 
K.,1=el(K)EC™”(V;R), 由 式 (3) 得 
УК ш, А w; A w; = 0,2,7 可 取 任 意 实数 (4) 
因为 dim M = n 之 3, 由 式 (4) 得 KK,,=0, 所 以 K 是 V 上 的 常数 ， 
X M" 连通 ,所 以 KEM 上 是 常数 . 


证 法 2: 在 局 部 V 上 取 坐 标 标 架 场 =, —,-9 


` 9 , 
д2, 


в; 一 


(оо) Саб) Са) 038 58 B, H (2.2.12) gjg = 0. 
我 们 先 证 明 | 

g = 0 (2.6.15) 
由 于 


0 = б, = (Ze res) = Ува gu + 228% вни = 218, En 
所 以 

gh = Ува д = Узв Вый" = 210. g = 0. 
由 题 设 知 , 式 (2.6.13) 成 立 , 妈 | 


Кр = K(p)[g, £u = 88; (5) 
由 式 (2.6.11), 式 (5) 与 下 式 等 价 
Ri = К(р) йв, – дш] (6) 


其 中 K€ C~(V;RR), 对 式 (6) 沿 -方向 求 协 变 导数 
Ripa = SE (dga — kes) (7) 
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由 第 二 Bianchi 恒等式 ,得 


0 = К+ Ri; t Ripa 
К _ К — ӘК aty — So. 
= (ea бы) + 3 (Me ғ) + (le ва) 
(8) 
ERB) PS а= k,3EXT k 求 和 得 
д 
0 = > [E (ateu — би) + SE (дш — Òga) + Е (в, 一 да) | 


ӘК 2K 3K 3K 


_9K нр. | | ' | 
“эу (By 780) п xE! T ах 81 t эу aE" 
3K 3K 
=(n 2) ва - ово | (9) 
因为 dimM = „23, н (9) 
3K _9К 
azu ал?” (10) 


所 以 
moK _ уш, ӘК _ чл тш _ sm ӘК 
дү дт, 一 Хв £; д2; 一 228 Bi Эл” 6 | (11) 


选择 m = j 1 ,由 (11) 得 


2K _0, {=1,2,<е,п (12) 
д2; 


由 式 (12) 知 ,K 在 V 上 是 常数 ,又 М" 连通 ,所 以 K 在 M" 上 是 常 
数 , 故 M" 是 常 曲率 流 形 . 

ж 也 可 以 对 式 (5) 求 滑 3 方向 的 协 变 导 数 来 证 ， 

Ж 由 定理 2.6.4 及 式 (2.6.10) 我 们 得 :对 于 (M*,g) 的 局 
部 坐标 域 ,在 V 上 取 标 准 正 交 基 向 量 场 el ,…,e,, 则 (JM",g) 是 
常 曲率 为 c 的 流 形 ;R;;=c 的 充 训 条 件 是 

Riju = c (диби — диб) (2.6.16) 

对 于 标准 正 交 基 ,我 们 还 有 以 下 定理 

定理 2.6.5 1Й(М",в) Ж п Ж Riemann 流 形 ,el,…，,e Æ 
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局 部 坐标 域 V 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 ,对偶 为 w1,…,w,， 那么 
M" 是 常 曲 率 为 c 的 流 形 ( 即 R;; = c) 的 充 要 条 件 是 
Q; = c[ — o, À o; ] (2.6.17) 
证 明 : 僵 "由 (2.6.16) 式 ， | 


1 
Ny = 7 DOR ijmo Л w 
k.i 


1 
二 一 7 У, [85 一 биб Тш Л a 
k,l 


=- Lelo; А o; = в; Л о; ] 
= — сш; A ©;. 

“二 ”对 p 点 的 切 空间 T,(M) 中 的 任何 二 维 平面 x, 设 x 由 
eise: 张 成 , 即 x = L(el,e2), 其 中 g(e1,e1)= gle ex) = 1, 
g(e1;e2)=0. 将 еү,е» 扩充 成 局 部 正 交 基 向 量 场 ej ,…,e,, 则 对 


固定 的 i,j, 因 式 (2.6.17) 成 立 , 所 以 


1 
= co, A e; = 05 = – 2 Кун, A w 
k,l 


= 一 二 Ran A w; 一 1R, w, A ©; 


2 2 у) 

1 1 
= 一 2 Roi A щш; 一 2 Ку A ©; 
= — Boi А в, 


所 以 截面 曲率 K (e, e) = Кл, = c 是 常数 , 故 M 是 常 曲率 流 
形 . 


4. 截面 曲率 计算 


设 (M",g) 是 nn 维 Rieman 流 形 ,局 部 (V,z,) 上 ,度量 р 表 
示 为 
g = 452 = Х)вубхйл; (2.6.18) 
ә 1 
从 而 z = (эту JEA, TRH ey) MERC’). 
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由 于 


9 де,; дӘре.. 
= +> me (28a Sk | Eh вш), (2.6.19) 


Ox; DZ 
所 以 可 算出 联络 系数 rw ,再 求 (1,3) 型 曲率 张 量 场 的 分 量 本 
数 Riz: 

Ria = У) (TH = DADA) + ГЬ = 52-и, (2.6.20) 


再 由 R mijk = Хь 便 可 得 


Гу 


Ro = ГЫ} ~ ГГ} + Г} - a me 

аг! 
Ë Dl -Th D. Ta y (2.6.21) 

n k ; 

3 
这 样 就 可 得 平面 (了 25 W. 
R.. 
к |.) 22— (2.6.22) 
t J 


ВаВу Ву 
或 直接 求 R; ET. 

例 1 设 M"= R",zi,…,z, 是 R" 的 整体 坐标 ,g 为 欧 氏 内 
积 : = 2142, Q dzri, B 


lon) (1.1) 
g(X,Y) = (Dx 5 52 ‚Ху = 云 )- УХ! (1.2) 
由 式 (2.6.19) 得 Г: =0, АЖ 
WY = Уху) (1.3) 
HA (2.6.20) АХ (2.6.21) 得 Rü = 0, Кш = 0, Ж 


元 аг) = 9, 所 以 R" 是 常 曲率 为 0 的 黎 曼 流 形 , 称 为 平坦 空 


к{ 
iB]. 
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例 2 设 

5"(а) = а= (rista ER H |æ tetara 
是 以 原点 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 n 维 球面 ,S"(a) 是 R"*!' 的 子 空 
间 , 求 S"(a ) 的 截面 曲率 . 

解 ; 设 1:S"(a) 一 R"'! 为 包含 映射 , 因 R"*' 上 的 歼 曼 度量 为 


"| 


& = > dr Q dx, + dznrl @ ах, +1 (2.1) 
Ж x1，…,X; 为 S"(a) 的 局 部 坐标 系 ,使 


л 
-1 КЕ = ... 2 一 
p (21, ‚х, ) = (zi， „Znala Уух? 
1 


N 
— 

N= 
— 


则 
n 1 27 = dz, 
z = (a? -= dr (2.2) 
S”"(a) 上 的 度量 g 为 诱导 度量 , 即 


g=(e@1)" ГЩ = (9 1)’g 
= > dz, ал+ (-2- Уә (- 1 Уаз, | 
i=1 nil ;i=1 i=1 


Xn+l 


А 2 
= У! |: + ја @ ат; + > ZE dx, @ dx; 
i=1 n+ ij n+l 
由 此 得 g АУЕ У 


яз = бу t Z ， (2.3) 


n+1 
B ë ER ЕЕЕ, ТЕЕ g 在 S"(a) 上 是 正 
定 的 , 式 (2.3) 写 成 矩阵 形式 为 
(25) =1,+А'А, (2.4) 


其 中 A= (aan) A ЖА 的 转 置 ,1 为 阶 单位 方 阵 . 
n+1 


9 (27) = I, + АА'А 是 (gi ) 的 道 和 矩阵, 由 于 AA 是 数 , 则 
18. 


(L +AA'A)(I, + A'A) 
=, + (А +1)A'A + AA 'AA'A 
=1„+[А(1+ АА”) +1]А'А =L. 

得 А(1+АА’) +1=0, 80 


2 
一 1 Жоп+1 — 1 2 
А = 1 + iy = 1 Ш Е п+1 т а", 
1+—; z? Dz? 
Xnt+l i=l i=] 
于 是 
gÏ = 8#— 252, (2.5) 
а 
FE = 15) kr д8„ 98; _ 98; 
9 2 =š д; ах; дт, 
ч т, 
= 1 “| Ò, 一 十 = [s z=) 
2 к=1 дх; п+1 92; Жп+1 


I 
кюе 
Me 
y 
rc 


2хкх бк +8 x) [25500 дә, + Ò д 
ун 0, ah PFG ү = 


4 2 4 2 
Tn+tl 3+1 Жп+1 Xntl 


213055, 8.2) + ёч | 
Tntl Жп+1 
_ 5) Б> хьх,\{хкк, бк, 
r=1 a? x+ Tatl 
п 2 
1 хь, Жї) 
Tntlr=1 n+1 
250} 
= 1 [a 2 2) (0, + 2 | 
2+1 а ,=1 п+1 
< Ж.Ж; 
ЗЕН! (2.6) 
а 2+1 


19 > 


S (TER - ГЫ) 


t=1 


а ,=1 23+} п+1 n+l 
xx, 

Ts Su + 2 | 
之 nm+1 


z 572253 一 жү 
= 2, 5 ZiT; | (9,8 — wd )+ : = ыи; 
1 п+1 


+ дыху, + Oh — духи, 一 Peren | 
хз 


1 " 
= 1 (zz, — булг, ) + —у— (хл, + ytet, фут 


n+1 t=1 
- шлу, Уе} = zase )] 
i=1 


- 110 буул, — була, )+ 本- (дусы, — дук) (а? -了 | 


п+ 


бдьхт, ш TRET 


= . 2.7 
а? xii ( ) 
9 Ә 
Әх, 5 эзи 
А СЕЕ Е СЕ) 
ахь La Tn+l дх, ха 


1 ô +8 +8, 
一 = ( дыд; _ 9,8, )+ БХ) Т OHL r; Т Ору) 


a 322 
Gurkri + бст; + ÒE Tk | ZLEE _2хтьту, 
a X,+1 taata a rhs 
1 дъх, + дъх Ó ‚ Or 
= (9860, – 8,0) + =i е = 2 Ci Ol Tk (2.8) 
a X,+1 
ч а 
жш = >L (Dsi - ГьГа)+ > 5214 - Гь, 
1=1 92, 
_ дух, 一 DEET 1 
= E 2 + =; (8,04 — 2,8) + 
а Xn+tl а 
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Drizi + был, — дыл; — ÒE 
а®х%+ 


1 
| 


ч ñ 1 < 
Куыш = g Ru = = 2 gi (Orgi 一 Og ) 
s=1 s=] 


бы + 11]! (2.9) 


п+1 


z x 
òy + 2 |- д, 


п+1 


1 
2: (BiB — ви) (2.10) 


所 以 S"(a ) 的 截面 曲率 к (5, 5 )= з, Ж S" (a ) 是 常 曲率 


дх; дх 
流 形 . 
例 3 W M'= {== (zi,…,zi)ER"|zx,>0| 是 К" 的 上 半 
空间 , М" 的 度量 定义 为 


1 ал, @ dx; (3.1) 
Tn i= 1 
其 中 c>0, 求 (M",g) 的 截面 曲率 . 
方法 1: 由 式 (3.1) 得 
ду їй — 2.2 Sij 
£; 2 ,& сх^д . (3.2) 
CT 
则 
1 < дк; Әр, Ig; 
p: = = „| r y 2r әу 
И 7 28 кл =] 
_ 1 ar 2.2848 228,0, + 288, 
r=1 cz? 
1 
= — (будь т дд _ GuGin ). (3.3) 


= 


(ГГ, — Dy, ) 


1 n 
= = У) [088 - 8,0, — адь ) (duds — 8,8, — 8а, ) 


„9 їп - ò, „бы T диды ) ( д8 _ д.51, 一 быб )] 
， 121. 


і 
— 


-4 [ (984 — бубу. ) + ( 606, буду )8,, + ( быб T быды, 8, І , 


(3.4) 
д 
Jap - 0 эх, 2r; j 
= 1( ш O 8, JO m ш быб )óy, + (656。 б„бь 7 бб jn )ó,, ] 
= 21 T ( 16s диб, )ó,, + (85, T Ò kÔ jn Jn ] . (3 。 5) 
| 2 ə а 
Кы = 之 (TT = Py ) + Jz’ 一 Jz # 
= E (дьё, ~ 66 ), (3.6) 


n 


1 
Riu = = Увы = > ro (yds — ,д,) 


s=1 


三 一 = (33, - 2581) = – c(güag/i — Еа), (3.7) 


йк” „0б K (22: E)E EREM. 
方法 2: 由 式 (3.1) 得 
в = 210, (3.8) 
g а 
其 中 c>0， za = #5 'Эт |. : 
e; = cz， 元 i=l, e,n (3.9) 


则 有 g(e;,e;) = sg 人 Ver зү. ‚Мск, эт. ]= схї (эге) = де 


故 el ,…,e, ЖЕ" 上 的 标准 正 交 基 向 量 场 ,对 偶 为 
| dz;, i=l, n (3.10) 


w=} 
er 
令 
wi =V (б — шубы) (3.11) 
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即 о; = 0,i,jZn,o = Ме = dz, = -ws 得 wyt өн = 0, BF 


以 о; М" 上 的 联络 形式 ,从 而 o, 和 ww; 满足 Riemann ЖЖ 的 第 
一 .第 二 结构 方程 , 即 


(1) do, = 太公 dz; =- 


1 
ах, А dz, 
Меж? 


= fco, А o, = wn А о, = уюу А ә 
j=1 
(2) 0;; = do;; 一 > jon A Whj 
. k 
V cë, do, 一 V có, do _ > ( «дь = wni ) 


k 


A (её — д) 
= còp jw; А wn — сб; № wn — со 人 wn + co; A 
có, o, А оф, 
= À o, =- e [= А в] 
由 定理 2.6.5 HI, (Ri я (е0) - C 是 负 常 数 . 
Ж 在 例 3 中 , 当 c=1,n=2 时 ,g; = „зб, к! = к” = 


хї,&!?= к?! = 0, Щ5Җ (2.6.19) 


w; 一 


1 1 
r} = Гі =T% = 5: Ги 
2 
Г, = Г = Г = Г =0. 
由 式 (2.6.21) 得 
arl, 1 
Rua" gu ay TT Д.Х ви 22 23 > = 0, 所 以 
(М? ‚ g ) 的 截面 曲率 
_ 1 
(5 д )= R1212 231 
9х 3X2 g11822 7 Е 1 
4 
22 


定义 2.6.3 完备 的 . 单 连通 的 常 曲率 Riemann 流 形 М" (с) 
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称 为 空间 形式 . 

上 面 例 1、 例 2、 例 3 给 出 的 Riemann 流 形 都 是 空间 形式 . 

注 1 R? 中 的 R? 是 完备 的 单 连通 的 常 曲率 为 0 的 Riemann 
ЖЕ, R 是 空间 形式 . 

注 2 R° 中 的 圆柱 面 M = S' x К! 是 常 曲率 为 0 的 Rie- 
mann 流 形 ,度量 为 К? 中 的 诱导 度量 ,但 M 不 是 单 连 通 的 (过 它 
上 任 一 点 的 闭 曲 线 不 能 连续 收缩 到 该 点 ) ,所 以 圆柱 面 不 是 空间 形 
式 . 


2.7 Riemann 流 形 的 Ricci 曲率 和 数量 曲率 
1. Ricci 曲率 


定义 2.7.1 бе, ·--,е, ЕСМ", р) 
V 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 , Ricci 曲率 张 量 场 S 是 映射 : 
S:C”(M;T(M)) x C”°(M;T(M))— С°(М;Е), 
S(X, Y) A >)К(Х,»е;,Ү,е,), (2.7.1) 
EA 5(Х,Ү)=5(Ү,Х),Н S 是 双 线 性 映射 , 即 S ЖМ 上 的 二 
阶 对 称 协 变 张 量 场 . 
定义 2.7.2 设 XEC”(M;T(M))， 
(1) Ric( X)= S(X,X) (2.7.2) 
称 为 关于 切 方 向 X 的 Rici 有 曲率. 
(2) 在 (M”",g) 上 pp 点 
Ric(X)(p) = ХУЈЕ(Х,е;,Х, еј) (р) (2.7.3) 


称 为 p 点 关于 切 方向 X, 的 Ricci 曲率 . 
定理 2.7.1 Riemann 流 形 (M" ,g) 上 的 Rici 曲率 张 量 场 与 
标准 正 交 基 el ,… ,e， 的 选取 无 关 . 
证 明 : 设 21,…,e, 是 六 上 的 另 一 组 标准 正 交 切 标 架 场 ,并 且 
ё; = Хаф, і = 1,2, n (1) 
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其 中 A= (a; ) 是 7 MIES ERE, Вр 
AA = А'А = 1,; УУ азар = Daray = 0; (2) 
H () (2) АХ 2.7.118 
УК(Х,5, Ү,е;) = R(X, Хаве, Y, > apel) 


= У) 2>Jaaa R(X,e,, Yre) = 2 R(X,e Ү,е;). 
kl j f 


Ë. ,3 是 局 部 V 上 的 坐标 切 标 架 场 ,对 个 为 dzl，…， 
1 n 
ах, ; Ejs ` ` o En E V 上 的 标准 正 交 切 标 架 场 , 对 偶 为 w1» е, 
ш„. 令 

5 5(52-,52), а= 56е), (2.7.4) 


由 于 S E M" 上 的 (0,2) 型 张 量 场 , 所 以 
5 = 2542, @ dzs; S = УЕ Q о. (2.7.5) 


# X = Хе, Y = ХҮ, 由 于 S 是 双 线 性 的 ,那么 
| S(X,Y) = DRX YE. (2.7.6) 
引 理 2.7.1 W вае (557.20... бе?) Ж (eo) OER, 
# V LAMAR Q чело е = Уа, ур, MI 
gË = 2 аьа | (2.7.7) 

证 明 : 设 A = (aj), С = (85), С! = (gë), 因为 ë, = 

к (6,6) = g| Dan эе, Уа s=) = > аайнау 即 AGA’ 


I, Bk G 1=AA, 所 以 g’ = > ака. 
k 


， _- [2 9 9. 
定理 2.7.2 局 部 V 上, 设 Riu = Че 


则 
125. 


Sa = Хе", = > а” Кри (2.7.8) 
DER 时 , 式 (2.7.8) 为 
Ri = > Rin = ХЕ (eisejsersej) (2.7.9) 
证 明 : 由 定义 2.7.1 及 式 (2.7.4) 和 引 理 2.7.1 得 
a Ə а 
S. = slaan) = (ео) 
а д д д 
DR (а а gap aa еи зе) 
= 2 Хата ы = Dg™Ring 
= -ea 
由 定义 2.7.2 和 定理 2.7.2 得 
定理 2.7.3 沿 坐 标 切 方向 :< 及 е, 和 任意 切 方向 X 的 Ricci 
曲率 的 局 部 表示 式 分 别 为 
(1) Ric( 到 -)= 28у, (2.7.10) 
(2) Кіс(е;) = Кк = = Уны = = УЕ, (2.7.11) 


(3) Кіс(Х) = RaXiXt. (2.7.12) 
RPX = Ух. 
Ж 当 (M",sg) 是 常 曲率 为 c 的 流 形 时 ,由 式 (2.6.16) 得 
Кіс(е;) = В, = (п —1)c (2.7.13) 


2. Einstein ЖЖ 


ЖХ 2.7.3 Riemann 流 形 ( M" , g ) 称 为 Einstein 流 形 , 若 存 
在 常数 C ,使 对 任 Х,ҮЄС°(М;Т(М)), ж 
S(X,Y)=cg(X,Y) (2.7.14) 
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即 5, = св; 5 = cg. 
+ 设 X= 21е, HF 8 (X, 6) = g[ 22е) = X, 
BJ X RE X Же, 上 的 投影 ， 所 以 


X = У (Х,а), (2.7.15) 
定理 2.7.4 设 (M",g) 是 常 曲率 为 c 的 Riemann 流 形 , 则 
M" ‚е ) Æ Einstein 流 形 . 


证 阴 : 由 式 (2.6.8) 、 式 (2.7.15) 及 定义 2.7.1 得 
S(X,Y) = >,К(Х,е;,Ү,е,) 


= сУ) [g(X,Y)g(e;,e;) g(X,e)g(Y,e;)] 
= ncg(X,Y)— с(Х,Ү) = (n - 1)eg(X,Y) 
会 cg(X,Y), 
其 中 c=(2 -1)c 是 常数 ,所 以 (M" , g ) E: Einstein 流 形 . 
i 由 式 (2.7.8) 及 式 (2.6.15) 得 
S; = Уы, Sua = 2 Riwu (2.7.16) 
定理 2.7.5 (М, г) Ёп 维 连通 的 Riemann 流 形 , n 23, 
如 果 | 
S(X,Y)=Ag(X,Y) (2.7.17) 
其 中 是 M" БАС", А 必 为 常数 ,从 而 (JM”,g ) 是 Ein- 
stein ЖЖ. 
证 明 :由 式 (2.7.17) 得 


аваа} Q [2 2 
б 285590 (amaa ene an a) 
所 以 

Sish = А,һ Bi + Agish = Аһ Bi 

À, = 22, һ& = 一 215, ng", 


又 第 二 Bianchi 恒等式 为 
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Кум, t Rimi t R; (= 0. 
由 上 式 及 式 (2.7.16) 得 
0 = > g'g” (Riaun + Rom + Кука) 


ij k,1 


2g Sjn 一 2g” Si 一 eS 
= Аё - 22, Dh - E 
= na = А-А, = (п—-2)А,,, 
XAH п:>3,Ь А, =0,h=1, ‚п. 从 而 4 为 常数 .又 M" 连 
通 , 故 АЛЕМ" 上 是 常数 . 
定理 2.7.6 设 (Me,g) 是 三 维 Einstein 流 形 , 则 ( Ma,g) 必 是 党 
曲率 的 Riemann 流 形 . 
证 明 : 依 题 设 , 存 在 常数 c ,使 
S(X,Y)=cg(X,Y) (1) 
取 标 准 正 交 基 el,ez,e3, 设 z 为 Tp(M) 的 任 一 截 平 面 , 并 设 
т Hee, 张 成 :r= 工 (eli,e2z) 


因为 
3 
Ru = 5(е1,е) = 2) Ri = Ку; + Rin» (2) 
j=1 
R22 = Raz + R2323 = Кур + R323, (3) 
Rss = Куз + Кор = Куз t R2323, (4) 
由 式 (1) 得 
Riu=cgi =t, Ry = Rs = 6, (5) 
式 (2)+ 式 (3)+ 式 (4) 得 


2Ri212= Ru + Rp Rss = c. 
所 以 截面 曲率 K (el,ez ) = Rua = TERM. 


推论 2.7.1 设 (M3,g) 是 三 维 Einstein 流 形 , 且 对 任何 单位 
向 量 e€ Tp(M), 有 
0<c<S(e, e)<2c( 或 2c<<S(e, е)<с<0) 
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则 (M3,g) 是 正 ( 负 ) 常 曲率 的 Riemann Й. 
证 明 :由 定理 2.7.6 中 的 式 子 得 


K(eises)=3[S (е.61)+ S(e,,e2)— 5 (ез,ез)] 
= (Rh + Кә 一 R33)> T (< +c —2c) = 0. 
对 另 一 情形 , 同 理 可 证 . 
3. 数量 曲率 


定义 2.7.4 Riemann 流 形 (M",g) 的 数量 曲率 ~ 由 下 式 定 
义 : 
r A УК = >, Rijs (2.7.18) 
其 中 Хк, = (Rj), Ris = R(ei,e;, ei,e;). 
Ж (M",g) 上 的 标准 化 (单位 ) 的 Ricci 曲率 和 数量 曲率 分 
别 是 
R; = H У), (2.7.19) 


1 
r= 一 г R; = яа D К. (2.7.20) 

同 定理 2.7.1 的 证 明 可 得 ， 

定理 2.7.7 (M",g) 上 的 数量 曲率 7 与 标准 正 交 基 el ,…， 
e, 的 选取 无 关 . 

定理 2.7.8 设 V 是 (M”,g) 的 局 部 坐标 域 ,> -，…,3 是 
V 上 的 坐标 标 架 场 , e1,…,e, 是 标准 正 交 标 架 场 . 设 e, = 
Sa -3_ , 则 数量 曲率 r 在 坐标 基 下 的 分 量 表示 式 为 : 


Ci 
; Iz; 
了 了 
r= ЭКГ = У), (2.7.21) 
ї,.3.6,1 ik 
9 д 9 9 ә а А 
其 中 gy = e о), Кы = R | ), сеж 


Ix ax} ILR IX 
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(g; ) 的 逆 . 
证 明 ;由 式 (2.7.18) 、 式 (2.7.7) 和 式 (2.7.8) 得 


r= 218 (еме ене) 
DR а зү, Dan ga Dam эу, Эн э] 
>; Dani A mk Уак 


ijeki m 


2 8 8 Ri = 2 PS ig. 


注 在 式 (2.7.21) 中 ， x2 -= e; 时 ,就 是 式 (2.7.18). 


注 РРТС 的 流 形 时 ,由 式 (2.7.13) 得 
r=n(n-1)c. (2.7.22) 


J 题 二 


1. (Mr ,g)ËE n ÆR SME ,证 明 Schwarz 不 等 式 成 立 ; 
g (X,Y)<g(X,X)g(Y,Y), 
ЖЮ Х,ҮЄС°(М;Т(М)). 
2.Ж M2= |х=(хту,х›)Є Е?|х›>0},4 


g=- [dzi@dz; + az,@d4z,], 
2 


证 明 (M?,g ) 是 二 维 黎 曼 流 形 . 

З.Н VEAD DJE М" 上 的 线性 联络 ,证明 第 二 Bianchi 恒 等 
式 成 立 : 
(VR)(X, Y) W+ (V,R)(Y,Z)W + (VyR)(Z, X) W 
+R(T(X,Y),Z)W+R(T(Y,Z),X)W+R(T(Z,X), Y)W 
=0. 

4. 设 (M",g) 是 Riemann 流 形 ,对 式 (2.4.6) 外 微分 并 利用 
式 (2.4.7) 证 明 第 一 Bianchi 和 恒等式 成 立 : 
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Кы + Ray + Ка | = 0. 
5. (M ,g )2E Riemann 流 形 ,对 第 二 结构 方程 0;; = dæ; = 
Sjoa A Wk = 2 Ёш A W; 外 微分 ,证 明 第 二 Bianchi 恒 等 
k ， 


式 成 立 : 
Ri Ккк + Ripa 0. 
6. 设 (M',g) 是 n HE Rieman ЖА, V 是 局 部 坐标 域 ， 
er," e, 是 V 上 的 标准 正 交 标 架 场 ,对 偶 为 w1 ，… op- 
(1) 证 明 (CM,g ) 的 体积 元 素 dV = wi Л: A о, 是 正 交 变换 
下 的 不 变量 . 
(2) ae V 的 坐标 标 架 场 ,对 偶 为 dzi, s dz,， 


д 9 N 
к= к\зг ут} ЕЙ 


юе А wn = у det( gj )dz A Лах,. 
Шы 一 Шик = 2 Кызы + > Ri. 


8.19 М" = R",g = 4 Yde: 四 dri， ДН A = 1 + 
i=1 


E Y ?证明 (Mr ,g ) 是 常 曲率 为 c 的 Riemann 流 形 ， 
“9 设 Rat 的 子 集 为 
| 
фео ахо, Ме АВН, R 的 度量 为 8 
= Par Q az, - draai а, к = 1'8, 求 (M",g) HR 


面 曲率 . 


提示 与 答案 : g; = Ó; = 5 в" = 3° 一 ==, T} = 
п+1 


= былк; — духул; 
_ L| tan]. Кы = L (00, 80.) – 82-0880 р = 


Tati CTn+l 
L (вови guga). 当 n = 18, M! = {r= (х1,х;)ЄЕК?|х›= 


Vz?-c| 是 R? 上 的 双 曲 线 的 一 部 分 , 当 n = 2 BF, М? = 
|а = (ziaz zí )C€C R'|z1+2z)- zi= cl, E R3 中 的 旋转 双 
叶 双 曲面 的 一 部 分 ,它们 都 是 负 常 曲率 为 c(c<0) 的 Riemann Ж 
形 . 

10. 证 明定 理 2.7.7. 

11. 利用 局 部 坐标 系 ,证 明定 理 2.1.2. 

12. 证 明定 理 2.1.3 和 定理 2.1.4. 

13. 设 e 是 (R",g) 中 固定 的 单位 向 量 ， 

S? = |x= (x1, t,£ )C R'|g(z,e)=0B (хт, z)=1}, 

K(e, х) же, z 构成 的 平面 截面 曲率 , 试 证 


Ke， xdv = Віс(е). 


Vol( 
其 中 Vol(S" 2) 5" 的 体积 . 
14.4 S! = |х=(тү,зз,хл„)Є К" gr z)=1] E К" 
中 的 单位 球面 , 试 证 


n | _ 
ЫТ] (е) = ғ. 


15. 设 (M" ,gl1) 和 (M" ,gz) 是 两 个 Riemann ЖЖ. 其 中 
= 2]40° ,82 = e”g = 2o, H u € C” (M";R ) 试 证 新 旧 
度量 下 的 数量 曲率 ， 和 r 的 关系 是 
r=e"[r-(n-2)(n-1)|Dul?-2(n-1)Au], 
其 中 | Du]? = Хизри = ди = Хафи = = Хы. 
提示 : 由 o, = e2"8,, i=1, -n WE oy = u, — ui, + 0, 
REER Ra S RaZ RBAK 


ij? 
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第 三 章 ” 黎 曼 子 流 形 


本 章 我 们 先 讨 论 黎 曼 子 流 形 的 基本 理论 ,然后 研究 各 种 子 流 
形 的 几何 . 


3.1 子 流 形 的 诱导 联络 与 第 二 基本 形式 


R М" 是 浸入 在 (n +p) 维 微分 流 形 N" * P rh BjJ— 4 n 维 微分 
流 形 ,其 中 2 之 1, 由 于 以 下 讨论 是 局 部 的 , 故 可 以 假设 М" 是 一 个 
嵌入 子 流 形 . 

设 N 由 坐标 域 {W :ya} 所 覆盖 , M BERR] V; e AR, 
这 里 及 以 后 ,指标 范围 规定 为 1 委 A, В, C, 0, SKa +p; 1i, 
JR Sn; п +1<о, 8,0, Snt p, 于 是 子 流 形 M" 可 以 
局 部 地 表示 为 

УА = ya (zi Za) A=1,2, n + p (3.1.1) 
或 记 为 у= у(х), HP х= (zi, ) ;y= (урулар): 

下 面 我 们 把 М" 上 的 向 量 场 和 它们 的 微分 映射 像 恒 同 起 来 ， 
也 就 是 说 ,如 果 F:M>N ES A.B X EM 上 的 一 个 向 量 场 ,我 
ПЕН ХАР, (Х), Е, (X)= Х.Ж, WR ХЕМ 上 的 一 
个 向 量 场 ,那么 X 在 M 中 和 NN 中 的 局 部 表达 式 分 别 为 


i 9 
X = Хх Эт, (3.1.2) 


_ gaa) Z . 
X= > [>x TAE (3.1.3) 


定义 3.1.1 ХАМ 上 的 一 个 向 量 场 ,N 上 的 一 个 向 量 
BX 称 为 X 的 扩张 ,如 果 它 满足 
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Х| =X (3.1.4) 
M 


现在 设 (N"+2,5) 是 一 个 Riemann WÉ ,对 于 М" 上 的 任意 
向 量 场 X 和 YY, 定义 M” 上 的 度量 g 为 
g(X,Y)=8 (X, Y) (3.1.5) 
ШЖ g AM 上 的 诱导 度量 ,这 时 (M",g) 是 (N”'*, 5) Rie- 
mann F MÉ. 
定义 3.1.2 设 pEM',&,ET,(N), 如 果 对 任意 的 X, E T,(M), 
有 
g, (X,,6,)=0, (3.1.6) 
则 称 & ЖМ" 上 PP 点 的 一 个 法 向 量 . 
设 T+(M) 表 示 MEN 中 的 法 向 量 从 , 则 有 f 
T(N) „= TOMOT (M) (3.1.7) 
其 中 四 表示 直 和 . 
Ш V E N 的 相对 于 Rieman 度量 g 的 Riemann 联络 ,由 于 
УБ, 
VY- РУХ - [X,Y]=0 (3.1.8) 
又 地 是 度量 联络 , 故 
Vxg(Y, Z)=g(VyY, Z)+g(Y, #52) (3.1.9) 


ЖР Х,Ү,ЛЄС“(М;Т(М));УхБ(Ү,2)=Хе(Ү,7). 
为 了 给 出 Rieman f #& JÉ ( M" ,sg) 的 诱导 联络 V 和 第 二 基本 
形式 hh 的 定义 ,我 们 需要 以 下 两 个 引 理 . 
引 理 3.1.1 设 X, Y€ C”"Y(M; T(M)), X # Y ӘХ 


和 了 0979 СХ, ҮЈ) ， 不 依赖 于 X 和 了 的 扩张 , 妈 
[Х,Ү]| = [x, Y1. (3.1.10) 
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_ _ — 3 
а. = УХА 22-0 = У)? 52-,8203.1.3) 4 
А УА B Ув 
一 2a) 2 = [ › Эв д x 
Х = > [>x 3zx; Iya р > >Y д2; Ш M 
=- X 和 了 | = 工 等 价 于 
= ‚ IYA ‚дув 
A — i WVB = ү! 
у= у(х) > дх И у= у(х) > дх; 
(3.1.11) 
设 
一 一 — — д 
= ,YY А —, 
[X,Y] = OLX, Ya 


у= у(х 


事实 上 :由 定理 1.4.5 的 式 (2) 得 


— _ 9 YA а ХА 
ЖҮ], - У(Х зу Y] 
Í ] у= у(х) > дув дув у= у(х) 
‚дув 9 YA ‚дув =) 
= X: —* L Үү: “= -一 
> >l дх; д ув дт; дув у= у(х) 


— ‚9 2а) ЕА 2a) | 
i Dlx A длу) Y az, эт; 

‚ЗҮ? ӘХ) \ду 
Я 


引 理 3.1.2 Ж X, Y€ C°(M;T(M)),X ШҮ 分别 是 X 
和 YY 的 扩张 , 则 


(1) VyY|u = VxY © (3.1.12) 
(2) VxY= WY+h(X,Y) (3.1.13) 
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其 中 Y 是 M 上 相对 于 g 的 Rieman 联络 ,h(X,Y) 是 M 上 的 一 
个 法 向 量 场 ,h(X,Y)=h(Y,X), 且 hh 是 双 线 性 映射 . 


证 明 :(1) 8 X = DX з, Y= УУ” 5, 由 式 (3.1.3) 
得 X = > (>x э) 2 Ү = = (У 22) P H = 
(3.1.11) 及 式 (1.2.12) 得 
_ —_| —, 13 Y 
Рх | = DR (y+ 2 a Y ja у= y(r) 


У Уух а 15. (Sr 55): У Мгу >] д 
, дус 
= VY. 

(2) (3.1.7), V Y 可 以 写成 以 下 形式 


Ӯ у= WY+h(X,Y) 或 h(X,Y)= VY- WY. 
其 中 ЖҮ E M 上 的 切 向 量 场 , 关 (X,Y) 是 M 上 的 法 向 量 场 . 设 


fi f€ C (MIR), 因 了 是 线性 联络 ,所 以 


дус 


дуд 


УРУ = f РУ Л |(XF,) Y+ fal vY)! 
= [AAY + ffA WY)+ fi h (X, ү), 
XV,xfaY= V, xfzsY+h(f,X,f,Y), FER 
V.xfa Y= fi(Xf,)Y + fifa WY, (3.1.14) 
h(fiX,f,Y)= fifoh(X,Y). (3.1.15) 
式 (3.1.14) 表 示 РЕМ 上 的 线性 联络 ,又 因为 


h(X,+ X,,Y)= V xx, Y W, x, Y 
= Üx Y- W Y+ Vx, Y- W Y=h(X., Y)+ h(X,, Y),BL 


由 式 (3.1.15) 知 ,h ЕХЕ ЕВЕ 8), X ЫБ 豆 是 无 挠 的 ,从 引 理 
3.1.14 
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0= VxY- V,X-[X,Y] 
= WY+h(X,Y)- WX-h(Y,X)-[X,Y]. 
利用 切 部 和 法 部 分 别 为 零 ,得 
WY- WX-[X,Y]=0, (3.1.16) 
h(X,Y)=h(Y,X). (3.1.17) 
于 是 式 (3.1.16) 表 示 VY 是 无 挠 的 , 式 (3.1.17) 表 示 h 是 对 称 的 , 进 


一 步 ,因为 是 度量 联络 ,所 以 有 
Wg(Y,Z)= Wag(Y,2) 


=g( VxY,Z)+ g(Y, V,Z) 
=g(WY+h(X,Y),Z)+g#(Y, WZ+h(X ,Z)) 
=g( WY,Z)+g(Y, V,Z) 
=g( WY,Z)+g(Y, WZ), (3.1.18) 
式 (3.1.18) 表 示 V 是 度量 联络 ,以 上 说 明 VV 是 诱导 度量 g 的 Rie- 
mann 联络 . 
定义 3.1.3 由 式 (3.1.13) 定 义 的 Riemann 联络 У RARS 
子 流 形 M” 的 诱导 联络 , 式 (3.1.13) 称 为 黎 曼 子 流 形 M" 的 Gauss 
公式 ;(1,2) 型 张 量 场 h 称 为 子 流 形 М" 的 第 二 基本 形式 . 
Æ A(X,Y)E M" 上 的 (1,0) 型 张 量 场 , 即 是 一 个 法 向 量 
场 . 
É £ EM 上 的 一 个 法 向 量 场 , 即 EE C”(M;T+(M)),X 是 


M 上 的 一 个 切 向 量 场 ,我 们 可 以 将 VV xt 作 如 下 分 解 
了 = - A,(X)+ ите ( Р) 7+ ( Re)t (3.1.19) 


其 中 - A,( X)#l 了 由 分 别 是 xs 的 切 部 与 法 部 .方程 式 (3.1.19) 
称 为 黎 曼 子 流 形 M" 的 Weingarten AR. 
引 理 3.1.3 i X ;Y€ C”(M;T(M)),£€ С°(М;Т-(М)) 
则 
(1) ACX) KF £ AX ERREK, BE p€ M 点 , Ae(X) 
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仅 依赖 于 2, MX, 


证 明 :(1) л, ЄС" (М; К), НУ РЕВЕ, ВА 
式 (3.1.19) 得 
УРЕ РЕ (Хр) E+ fif2 Vxé 
= f(Xf,)£ — fifo A (X) + fi VEE. 


又 
Ў,,х»ё= А, (ЛХ) + Vi y f>t, 
所 以 有 | 
Ajs(fiX)= ЛААХ), (3.17, 
Wxfé= fi(Xf,)ë + f. fo Vy. (3.1.22) 
Ë € C”(M;T+(M)), 由 式 (3.1.19) 得 а 
Velet g) = Vet Wa= – А,(Х)+ VEE- А,(Х) + Vin 
x pe 
Plet 人 = 一 As (X) + V£(£ +), 
所 以 有 - 
A,,,(X)=A,(X)+A,(X), (3.1.23) 
- Vy(£+ р) = Wet Wy. (3.1.24) 
同 理 可 得 
A,(X+ Y)=A,(X)+A,(Y), (3.1.25) 
Wy = Vie + УЕ. ' (3.1.26) 


式 (3.1.23) 和 式 (3.1.25) 表 示 A,( X): F £ 和 X 是 双 线 性 的 . 
(2) 因为 z(Y,&)=0, 且 VV 是 度量 联络 ,所 以 我 们 有 
0= Vxg(Y,£)=g( DxY,é)+g(Y, Vx) 
=g( WY+h(X,Y),£)+g(Y,~ A,(X)+ Vg) 
=g(h(X,Y),ë)-g(Y,A,(X)) 
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МА е, Р 


= р(А(Х, У), 6) – в(А(Х), Y), 
В №26 (3.1.20) W . 
5132 3.1.4 VL 是 T+(M) 上 的 度量 联络 . 
证 明 ;由 式 (3.1.22) . 式 (3.1.24) 和 式 (3.1.26) 知 , Vi М 
的 法 从 T+(M) 上 的 线性 联络 , 设 上 ,7yE C°@ (M; T- (M)), Hi 
У = - A,(X)+ VE, Уур ~ An(X) + Vy, 
从 而 
g( VEE, n) +205, Рр) = 207 ҳе, р) +205, Уул) 


= Уу2(2, =X, q) = РЕ 2(Е,1), 
АЖ УЖ TT(M) 上 的 度量 联络 . 
Ж ”HX 无 意义 ,所 以 不 能 定义 由 的 无 挠 性 ， 
下 面 我 们 给 出 子 流 形 M 的 第 二 基本 形式 六 和 切 映 射 Ae 的 
局 部 表示 式 . ` 
Ж есе e, + p JE N" 2 中 的 标准 正 交 切 标 架 场 , 使 它们 限制 
到 M" 上 时 ,e1,…,e, 是 Me 的 切 向 量 场 ,es1,…,e,4s 是 M" 的 
法 向 量 场 ,又 设 ol, o, +p 是 其 对 偶 , 则 М" 的 第 二 基本 形式 是 
h(X,Y) = У (А(Х, Ү), е,)е, & Dh (X,Y)e,. 
(3.1.27) 
其 中 分 量 函 数 ЛОХ, У) = 2(А(Х, У), е), л" 是 (0,2) 型 张 量 
场 , 设 h Cere) =h, BD 8(h(ei,e), er)= Һа, 
h° = Shio Q шу,Һ = hš, (3.1.28) 
再 由 式 (3.1.27) 得 。 
Һ(е;,еј) = У) (е;,е;)е, = У\Һе,, (3.1.29) 
ВЦ h 的 局 部 表示 式 为 | 
h = У) о @ o; Q ea (3.1.30) 
令 


` 139 · 


o= |a| = Ezlie), h Ceise;)) 


- УУ? = = ин, (3.1.31) 
其 中 н, ЖЕНЕН, = (05) 938, о 称 为 M" 上 的 第 二 基本 形式 
模 长 的 平方 . 
# X= Хе, Y = = үе, ЖМ" 上 的 任意 两 个 切 向 量 场 ， 
由 于 һ 是 双 线性 的 , 则 
Һ(Х,Ү) = >С? )ҺУХ!Ү?)е,. (3.1.32) 
由 式 (3.1.29) . 式 (3.1.20) 及 式 (3.1.13) 我 们 得 第 二 基本 量 
入 的 三 种 表示 式 ; 
= р(А(е;,е;),е,) = g(A, (е;),е;) = 2( V. e, es) 
(3.1.33) 
由 式 (3.1.33) 得 切 向 量 场 A。(e;) 的 局 部 表示 为 
А„ (е) = Уе (3.1.34) 
Ж 当 p = 1 时 ,h(X,Y) = h'U(X,Y)e, i hle ej) = 
hi eny 2 hjen h = hw: 四 w; QQ en+1,0 = убу). 
注 第 二 基本 形式 是 (1,2) 型 张 量 场 ,第 二 基本 形式 h(X， 
了 ) 是 (1,0) 型 张 量 场 ,也 是 М" 上 的 法 向 量 场 . 


3.2 子 流 形 的 Gauss 方程 .Codazzi 方程 
和 Ricci 方程 


设 (M" ,sg) 是 (N" 2,5) 的 Riemann 子 流 形 ,N" 2 的 曲率 张 
ЖУК 为 
K(Z,W)Y= Vz WY - Vy VzY – V zw) Y 
其 中 Ү,2, ЄС” (М;Т(М)), & Y,Z,W€ C>°(M; T(M)), 
从 式 (3.1.10) 及 式 (3.1.12) 两 式 , 我 们 有 
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K(Z,W)Y= V, VyY- Vw V;Y- Viz,w Y (3.2.1) 
于 是 由 Gauss 公式 (3.1.13) 和 Weingarten 公式 (3.1.19) 得 


K(Z,W)Y = V,( VyY+h(W,Y)) - Vw( WY + A(Z, Y)) 
-(Wz;w)Y+A([Z,W],Y)) 


l 


V, WY +h(Z, WY)+ V;,h(W,Y)—- W WY 


- h(W,WY)—- Vy h (Z, Y) -— zw Y 
-h([Z,W],Y) 


=R(Z, W)Y + V, k (W, Y) – Уу (Z, Y) 
+h(Z, WY)—- h(W, WY)—- h( WW, Y)+ h( WZ, 
Y) 
=R(Z, W) Y ~ А, у (Z) + Azn ( W) + 
WA(W,Y)—- WAh(Y,Z)+ h(Z, WY) +h( WZ, 
Y)-h(W, WY)—- h( V, W, Y) (3.2.2) 
Ж R EM 上 的 曲率 张 量 场 . 


1. Gauss 方程 


我 们 知道 ,N*** 和 子 流 形 М" 上 的 张 量 场 K 和 R 分 别 是 
K(X,Y,Z,W)=g(X,K(Z,W)Y) (3.2.3) 
和 
R(X,Y,Z,W)=g(X,R(Z, W)Y). (3.2.4) 
由 式 (3.2.2)、 式 (3.2.3)、 式 (3.2.4) 和 式 (3.1.20) ,对 任意 切 向 量 
场 X,# 
K(X,Y,Z,W)=g(X,K(Z,W)Y) 
= К(Х,Ү,2,№)– &(Х,А, у, ү)(2)) + g(X, Ascz,y)( W)) 
=R(X,Y,Z,W)-g(h(X,Z),h(W,Y))+g(h(X.W),h(Y,Z)), 
Вр 
R(X,Y,Z,W)=K(X,Y,Z,W)+g(h(X,Z),h(Y,W)) 
-g(h(X,W),h(Y,Z)), (3.2.5) 
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方程 式 (3.2.5) 叫 Rieman FRIE М" 的 Gauss 方程 . 

局 部 上 ,在 标准 正 交 基 el,…， en+p F , Gauss 方程 式 (3.2.5) 
等 价 于 

Кы = К,ы + Е > Ре, , эм ев) — &( D> Ае, Dahe) 


= Kju + D (Ahh — hg hh). (3.2.6) 
当 N" 2 是 常 曲 率 为 C 的 Riemann ME BF, (3.2.5) MA 
(3.2.6) 分 别 是 


R(X,Y,Z,W)=C[g(X,Z)g(Y,W)—-g(X,W)g(Y,Z)] 
+g(h(X,Z),h(Y,W)) -g(A(X, W), 
Һ(Ү,7)) (3.2.7) 


Riw = C(O — биб) + У) (hah — haha). (3.2.8) 


例 设 M? 是 三 维 欧 氏 空间 R 中 的 曲面 , M 上 一 点 的 两 个 
ERR & 和 k, 的 乘积 称 为 M? 在 该 点 的 Gauss 曲率 , 记 为 K , K 
就 是 截面 曲率 ,这 时 М? 的 Gaus 方程 是 

Ru = haha ~ hah; . (3.2.9) 


其 中 Кы = Е(5- -2 -2 эг, ], M? 的 Gauss 曲率 为 


дх; 'дх, "Әх "9x 


ə 9 R hiha h? 
А КЕ 1212 = 11Й22 2 (3.2.10) 
T1 22) B11822 7— 812 811822 — gi 


2. Codazzi 方程 


№ (3.2.2), K(Z,W)Y 的 法 部 为 
(K(Z,W)Y)+= VEh(W,Y)- h( WW,Y)- A(W, EY) 
- Wh(Z,Y)+h( WZ,Y)+ h(Z, WY) 
#(VA)(W,Y)—-(Vyh)(Z, Y) (3.2.11) 
式 (3.2.11) 是 向 量 场 的 相等 ,其 中 定义 了 
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(VA)XW,Y)= Wzh(W,Y)- h( WW,Y)- (W, WY) 
(3.2.12) 


Vzh RH h 关于 切 方向 Z 的 协 变 导 数 , 方 程式 (3.2.11) 称 
为 子 流 形 M" 的 Codazzi 方程 . 

式 (3.2.11) 等 价 于 :对 任 EE C~(M;TT(M)), 有 
K(#£,Y,Z,W)=g(&,(K(Z,W)Y)—-) 


=g(ë,( Vzh)(W,Y)) -ga(é,( VyA)(Z,Y)), 
(3.2.13) 
式 (3.2.13) 是 函数 的 相等 ,由 于 


h= 2; > уһул; @) we @ e, 
是 (1,2) 型 张 量 场 ,所 以 及 沿 的 协 变 导 数 为 
Veh = >, Әһә, @ xo, @ e, (3.2.14) 
其 中 hii = hi Ае, 的 协 变 导 数 , 由 (3.2.14) 趟 得 
( Dh) (ее) = Dhila» (3.2.15) 
从 而 Codazzi 方程 式 (3.2. 13) 的 局 部 表达 式 为 


K; = Kl(e,,ei,e;, es) 
= glee V.h)(e,,e,)) — Elea ( У„һ)(е,,е,)) 
= gleas 22е) - gles, Уне) 
= hk; his: 
因 ле = ha „18 hš, = hš, BF D) Codazzi 方程 为 
hir T hi = T Keijo (3.2.16) 


当 Jm+2? 是 常 曲率 为 C 的 Riemann 流 形 时 , KE, Y,Z,W)=0, 
由 式 (3.2.13) 得 到 ,Codazzi 方程 为 
(Veh)XY,Z)=( Vyh)XX,Z), (3.2.17) 
局 部 上 , 式 (3.2.17) 等 价 于 
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hi = һы. (3.2.18) 


3. Rici 方程 


W E, nE C?(M;T+(M)), М (2.2.1), (2.1.13), R 
(2.1.19) 和 式 (2.1.20) 我 们 得 
К(7,&,Х,Ү)=2(7,К(Х,Ү)) 
= (9, Vx У у2) -2(3, Vy V xg) ~ 201, УЎх,у]®) 
= —#(, Ух(А,(Ү))) +20, Vx( VE +g(7, Уу(А,(х))) 
-ECO Py Vxé)) +ECO ALX, YID) -EO Уу yê) 
=Ё(, Уу 7р6) – 200, Vy VE) — g (7, Wx. yê) 
-g(7m,h(X,A,(Y)))+g(9,h(Y,A,(X))) 
=g(9, Уу Vy£ — Уу Ve- Vi pê) 
-g(A,(X),A,(Y)) + g(A,(Y),A.(X)), 
于 是 我 们 令 
К-(Х,Ү)ё= Уу Vy€ — Vy Vg- Vh yjé, (3.2.19) 
表示 M" 的 法 曲率 张 量 场 , 则 
K(7,£,X,Y) 
=R2(7,€,X,Y)-g(A,(X),A(Y))+g(A,(Y),A;(X)), 
即 
К-(9,@,Х,Ү) 
= К(т,6,Х,Ү)+ (А, (Х), А (Ү)) – g(A,(Y),A,(X)). 
(3.2.20) 


方程 式 (3.2.20) 称 为 子 流 形 М" 的 Rici 方程 . 
АЕ, el, …，er+p 是 标准 正 交 标 架 场 , 则 Rici 方程 式 
(3.2.20) 为 


К, = К+ (e,,eg,e;,e;) 
= Кш, + g(A, (e), A, (e;)) 一 g(A, Cej), A, (e,)) 
Kg; + g( э, Ха) - 8( Dohier, 28е) 
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= Kg; + 2 (лё _ АА), (3.2.21) 
k 


当 N*+? 是 常 曲率 为 c RER, К(у, 6, X, Y)=0, AT Ricci 方 
程式 (3.2.20) 和 式 (3.2.21) 分 别 为 
ЕЗ (,&,Х,Ү)=&(А„(Х),А,(Ү))—-к#(А„(Ү),А,(Х)) 
(3.2.22) 
和 


К = >й 一 УА). (3.2.23) 


3.3 活动 标 架 法 


在 这 一 节 , 我 们 将 用 正 交 标 架 法 讨论 前 两 节 的 内 容 , 目 的 是 让 
读者 熟悉 这 一 套 由 Е. Cartan 创造 的 并 由 陈省身 先生 发 扬 光 大 的 
方法 , 它 使 用 起 来 非常 方便 ,通过 后 面 的 学 习 , 将 会 有 更 深 的 体会 . 

我 们 要 用 到 Cartan 引 理 ,为 此 先 介绍 该 引 理 

引 理 3.3.1 (Cartan) 设 wj),…,w, Жо, w, 是 微分 流 形 
M" 上 的 两 组 (0,1) 型 张 量 场 , 如 果 Do AT = 0, 并 且 oy, 
о, 线性 无 关 , 则 

ш = Daws) = 1, s. ар = аш, (3.3.1) 
其 中 a |, € С”(М; R). 

证 了 明 :因为 w1,…,w, 线性 无 关 , 所 以 可 扩充 成 AL(CM") 的 一 

组 基 :ol ,ws ,wri wn K wE AICM” JEA 


$ n 
w; = >) aso + > ао ， 
j= k=s+1 


s 5 5 n 
0 = Dw; A ш = wi А (2 ayw + У) ашы) 
i=1 j=1 k= 5+1 


i=1 
5 $ n 
= ауш Л wj + > >; ао; 人 а 
i=1 j=l {=1й=з+1 
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= 2; (а-а) A oj + 2) Уза Л а, 
1<;<;j<s i=lk=s+1 
Hio Ло уа |} EAM) PA ay- a; = 0 Н. aa =0, 
从 而 о, 一 Уаз B а; = аң . 
j=l 


Gartan 引 理 对 于 (1,0) 型 张 量 场 Xi ,…,X MX,’ eX, 


H: 


亦 成 立 : 若 YX, A X; = 0 B X,,…,X, 线性 无 关 , 则 
i=l 
X, = У]а#Хуы: = 1,5,8. aË = ай. (3.3.2) 
j=1 


1. 于 流 形 M" WJ Gauss 方程 .Codazzi 方程 及 Rici 方程 


ЯЕ ОМ", р) (№2, р) № Riemann FAE, E N 中 选 

取 局 部 标准 正 交 标 架 场 e] ,…, e,; , ,使 得 它们 限制 到 М 上 时 ， 

er, ,en 是 M 的 切 标 架 场 ,e, ;1,…,e,; „ЛЕМ 的 法 标 架 场 ,相对 

于 这 个 标 架 场 , 设 шү, ,w+ ,是 其 对 偶 , 即 wle) = 2, 则 Nz 
的 结构 方程 是 

dwa = 2 was A wg, waB + wga = 0, (3.3.3) 


dwas = > Ас А осв + AiB, (3.3.4) 
Cc 
其 中 
1 
Ов =- > Kase 人 wp,» (3.3.5) 
CD 


Knpcp 是 N** ?的 (0,4) 型 曲率 张 量 场 的 分 量 , 现 在 及 今后 约定 指 
标的 取 值 范围 如 下 : 

І<А, В,С, e, Snt p;1Si, j,k, =, S nin +1< ва, 
В,`",<п+ р. 

现在 将 oe rone EAM" E, о, (е) == о, (е,) 
=0, 于 是 有 

ws=0, а= п+1,:-,п+р, (3.3.6) 
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外 微分 式 (3.3.6) 得 
0 = dw, = = Dwa Л о; + зема A wg 二 一 шы A ш. 


H Cartan 引 理 3. 3. 1 得 


a = Dw, hi = hš, (3.3.7) 
此 处 天 就 是 式 (3.1.33) 中 的 第 二 基本 量 Ai, B 
hy = һу. (3.3.8) 


.事实 上 :由 式 (3.3.7) 得 hš = on(e), 并 且 由 式 (3.1.19)、 式 
(2.4.8) 和 式 (2.4.9) 可 得 


A, (ei) = ( Vaea)” == [(De,)(e;)]! 
т os ® ев)(е;)1' = 一 DAOR 


= 206 = T е ёз» 
又 由 式 (3.1. 34) 得 A, (е) = = hie PEWA h. hy = h5. 


注 第 二 基本 量 就 是 联络 系数 , 妈 
һә = TS. (3.3.9) 


事实 上 : о, = 2 Thea, 限制 到 Mz 上 ,有 о. = = Уш, 与 式 


(3.3.7) 比较 得 hs = Pš 
由 式 (3.3.3) 及 式 (3.3.6) 得 
do; = = ш A w+ Оо, A в, 


= - У), А wj, wj + ор = 0. (3.3.10) 


故 (wy ) 是 子 流 形 M” 的 联络 矩阵 ， 式 (3.3.10) 称 为 М" 的 第 一 
构 方程 .从 式 (3.3.4) 我 们 有 | 
do; = Ую A wy + Уо, Л wa + О, (3.3.11) 


dos = ?уш А о. + ор Л wp + Ош, (3.3.12) 
j 5 

do,a = Zou А ов + Уо A ов + ОМ. (3.3.13) 
i 7 
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定义 3.3.1 (1) 二 次 微分 形式 
= de; = Jor A oy =- 5 Ву, Aw. (3.3.14) 
称 为 子 流 形 M" 的 切 从 上 的 曲率 形式 . 
(2) 二 次 微分 形式 
Оф = ао, – ЭСЕ Л wp = 一 > Ко, Л ©, 


isj 


(3.3.15) 
称 为 子 流 形 M” 的 法 从 上 的 曲率 形式 . 
由 式 (3.3.11). 式 (3.3.14) 和 式 (3.3.7) ,我 们 有 
T D> IR, A o, = 一 > > Thiha A o, — SIK нш, A œ 
=- D [Kju + 27 (пала — hhh) lor А ш 
k<! a 
从 而 得 到 子 流 形 M" 的 Gaus 方程 为 
Кы = Куыш + У) (лале 一 hihi). (3.3.16) 
由 式 (2.4.11) 得 hi BJ IME ле Ж] 
hipo = = dh}; + Хо + 2 ik kj + Son. 


(3.3.17) 
由 式 (3.3.7) 及 式 (3.3.8) 得 
Wia 一 > hy; = 0. (3.3.18) 


对 式 (3.3.18) 外 微分 并 由 式 (3.3.10) . 式 (3.3.12) 和 式 (3.3.17) 
得 
0 = dw;, — ам, Л o; - 154 
= № А „+ Хов Л wg + ОХ 一 Уло Л о; 
+ D hijan: A wj + 人 ho A а; 
+ > Хер A ©; 一 Эу 3А A Wk 
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= > [hs 一 hi; 一 Kijlo; A в. 


从 而 得 到 子 流 形 M” 的 Codazzi 方程 为 
hje hig = 一 K; 
从 式 (3.3.13) 3K(3.3.15) K A (3.3.18) ,我 们 有 
一 2 Rae ‚А wj = >ш А og + ON 


= Shinta, A w; 一 > IK ayo, A а} 
i, j Ë i<j 


(3.3.19) 


=- УИК + 2 (ih — hh) lw: A wj, 
从 而 我 们 得 到 子 流 形 M" 的 Rici 方程 为 
Кау = Kay + Уу (Алб — hsAB). (3.3.20) 
注 式 (3.3.11)、 式 (3.3.12)、 式 (3.3.13 ) 分 别 是 M” 的 
Gauss 方程 .Codazzi 方程 和 Rici 方程 . 
定义 3.3.2 (1) I Ads2 = Уот M" 的 第 一 基 
本 形式 (度量 形式 ) 
(2) l = >} >л = @ o; @ es 称 为 子 流 形 Mr" 的 第 二 基本 形 
式 (这 与 前 面 的 定义 是 一 致 的 ). 
2. ЖЖЖ пй Laplacian Akg 
H 2.4 节 知 ， hs 的 二 阶 协 变 导数 hs 如 下 : 
22е = = dhik + D hipon + D huon 
+ Dhion + 21р. (3.3.21) 
对 式 (3.3.17) 外 微分 ， HARG. 3. 21) 及 子 流 形 М" 的 结构 方程 得 : 
> dj A о, + > hu do, 
= Уа A wn + Удо + > dh A wy 
+ Улад + Уһ A wp + Уһ, 
k В в 
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即 
УА ыш Л а 一 21е А о 一 Эдш; А w 
k, 
一 КЭЛ А o, 一 2 hijoga A o, + 2 hieu A а 
k,l 
= > hz, A w, 一 Уу, A аы 一 Ууд, Л оъ 
k,l k,i 


1 a 
一 2 hem Л ы + 2 Me wy А oy 一 > Кано A Om 
k,l,m 
+ Уу А о т Ууда, Л wy- Уло Л оу 
k,l k, 


а 1 а 
一 人 Mo A wh + 2 hieu A wj 一 > ЭГЕ А wm 
,l,m 
+ У A Wha 一 Уны A Opa 一 > hbo A Wpa 
B.k B.k 


1 
- Ууу 人 ар + Satus A Ora - > GRE A а, 
Вг В," В.І, ， 


相 消 后 ,左面 剩 一 项 ,右面 剩 三 项 ,再 约 去 -1, 从 而 得 : 
> (hu 一 Ар) о, Л wi 


= УЗ > (hs Rn + ht Ra) + DRR бы] A ©» 
k<! m 
所 以 得 
һы T ШЕ 一 = 2 OR, + һы) + мк Бы. (3.3.22) 


由 Codazzi 方程 hi = = hi; 一 Ki 得 his = = ТЕ К.у ,再 由 式 
(3.3.22) 得 


АҺ» = 2 = = D (RS 一 К.а) 

k 
У (Аъ 一 Ка) + > (h R, + АЕ) 
k k,m 
+ УАК. 

B.k 
又 hú = hš, ,所 以 һы = hk = һы 一 Karir ,得 
АҺ, = > (Ау 一 K, 一 Кы) + DORER L, 
k Bek 
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+ DO (А + hš R ы.) (3.3.23) 
k,m 


式 (3.3.23) 中 的 K. E Kai 方向 求 导 , 即 
K rig; = = е; ( K akik) » H K (3. 3. 23) 得 : 


> 2h; Ah; 
-5 У, - > 2 (Kaw + Kapr) + > 2) hs hu R, 
+ s + >) У hR hjr- (3.3.24) 


ШМ? ЖЖ» СИЕ, Kaa = 0, 所 以 Kau = 
(Кад) = 0, 记 H, = (А5), ЫН, = = Dhi, MR (3.2.8) 和 式 
(3.2.23) , 式 (3.3.24) 为: 

之 2 Аһ = 2; эы, + 2 АЕ 

a i,j,k aB ijik 
+>, УЈАК + ВК) 
= > мА, + nc — c ° 2 (rR, )? 
+ Dace, Xet Hp 
-2D CHH) = (н, (3.3.25) 
而 法 曲率 的 那 一 部 分 
уз мр рь = = = I Н) 一 tr( H,H,)2] 


= -D(H - HH,’ . (3.3.26) 
由 式 (3.3.25) 和 式 (3.3， 26), 对 任意 实数 a, 有 
> рэр Ahs 
= -5 Yuma — апсо + ас > [trH,] -a 2 u(H+H)trH; 
+ a Dr -(1- a) Strip = tr(H,H,)°] 
наза) кокла + M оу (3.3.27) 
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定理 3.3.1 设 (M",g) 是 (N 2?,5) 的 Riemann 子 流 形 , 则 
下 列 各 不 等 式 成 立 : 


а) зо < Уан < o? 
(2) 0 < 2; [tr(H2H2) - tr( HHg)’] 
a.f 
аз В 
< У) (иН?) (Н) = о? ~ Ун? р. 
Lp i 
(3) 2, [tr( H2H2) ~ u(H,H,)2] < 21, 2, 


эй 
(4) анан) ~ HHI < + 22 Lu FH)Y. 
ШР ВЯ: :01) 因为 
ин = ЭМ = Dag > 0, 
由 Schwarz KRE 。 
га 2 = = Уан >I tH? ]2 < Уан = = 
(2) H T Н, = (13) 是 对 称 矩阵 ， 所 以 对 固定 的 a, 令 hš = 
446; ,又 因为 
(ар Ар) LAAN + Сар) S25 (Ар, (3.3.28) 
所 以 有 ü 
tr( HIHS) ~ tr(H,Hg)? 
= > АА) 


= > (АА;ҺЬА; — AShhA2hb,) 
= 2108) - (AF) (RE)I CAG)? = SD AF = дра) 
< Sian + CAF)? ICA)? < 21 A 27 RY 


= (trHe) (trH$). 
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两 边关 于 ap 求 和 得 
0 < 2 [tr(H2H3) - tr(H,Hg)’] 
25 
< Z(H) (Hs ) 
25 


>l (trH2)(trH2) – Уан] 
a. a 
= 02 – Уан? р. 
(3) Н 2 (3.3.25) #124(3.3.24)18: 
2, [u(H°Hi) - tr(H,H,)2] < о? – 2 (rH)? 


28 


<o? 122 pol. 
b № 


(4) 该 不 等 式 称 为 Lincoln 不 等 式 ,具体 证 明 可 参见 ; Ttoh , 
T, J* Math, Soc. Japan, 27(1975),497~506. 


3.4 欧 氏 空间 R"*? 中 子 流 形 M" 的 运动 方程 


设 N"'*= R”"'? 是 平坦 的 欧 氏 空间 ,x:M"> КРАЕВА 
流 形 ,在 R*'? 中 取 定 一 个 标准 正 交 标 架 场 10;561,…,6,+6| ,对 于 
R"*? 中 任意 一 个 与 10;61,…,6,+p| 定 向 一 致 的 标准 正 交 标 架 场 
Íz; eist e, T l , 则 存在 惟一 的 刚体 运动 把 10; 61,…,6,4+p1 变 
换 到 | zx;el,…,e,+p| ,其 对 应 关系 是 

r= Хеда, ед = аав. (3.4.1) 


其 中 (aag) 是 正 交 矩阵 ,za 是 流 形 上 的 函数 ,z 称 为 M" 的 位 置 向 
量 (z 也 可 以 看 成 映射 ). ERR te enp EAER ME 
动 , 则 得 到 | z + ах;е + del,…，enrp+des+p, 矢 量 dz 和 dea 
仍 可 用 标 架 {xz ;el,… ,e,+。| 表 示 出 , 设 

dz = 2wa Q ел 2 Уолл, (3.4.2) 
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dea = > loan @ ев 全 > oaren, (3.4.3) 
其 中 шд ,wap 称 为 活动 标 架 | x ;el,… ,e+p| 的 相对 分 量 . 
#24 = 》 papep, 由 式 (3.4.1) 得 bas = @( > bac ec,es) 
= р(дА,ев) = #(8д, > )авсёс) = apA ;所 以 
дд = Slapaep. (3.4.4) 
对 х = Drada 外 微分 ,并 由 式 (3.4.4) 得 
dz = SŠ dza Ы Ôa = > ахд * BAB = 之 /dza * адвёд · 
对 ед = Jaade 外 微分 ,并 由 式 (3.4.4) 得 
dea = 2 daac . ӧс = 224алс ° авсёв. 
与 式 (3.4.2) 和 式 (3.4.3) 比 较 得 
wa 二 22 dzs ° QAB;WAB 一 2 daac * QBC: (3.4.5) 
由 于 алс ` авс = блв, ККУ EAI 
0 = 22 daac ` авс + Хаас ° dagc = wan + (BA 
即 
wag + BA = 0. (3.4.6) 
外 微分 式 (3.4.2) 并 由 式 (3.4.3) 得 
0 = 4(4х) = У\аюдед - X wa A des 
A A 
= 27 duaen 一 2wa А wapeB 
= У\(аод _ > ,aaB А ов)ед. (3.4.7) 
А B 
对 式 (3.4.3) 外 微分 ,并 由 式 (3.4.3) 得 
0 = d(de,) = X, dwaes - > )®дв Л deg 
B B 
= 2 doaren 一 2 ев А ( Хіевсес) 
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= 27 [do,a - Уелс Л wcales (3.4.8) 

由 式 (3.4.7) (3.4.6) 及 式 (3.4.8) 可 得 ЕЮ"? 的 结构 方程 为 
doa = 2 was Л ов, wagt од = 0, (3.4.9) 
dwap = 2ewnc А wcp. (3.4.10) 


活动 标 架 }zyel,…，,er+p 称 为 子 流 形 M” 的 Darboux 标 架 ,由 于 
Darboux 标 架 的 原点 xz 在 流 形 M”" Е, Н е М" 在 zx 点 的 切 向 量 ， 
所 以 


dz = Jwe; ws = 0. (3.4.11) 
ЖН. oi, ,в„ 线性 无 关 , 所 以 Darboux 标 架 的 运动 方程 是 

dx = Уе; 

де; = > уе, + Djwies (3.4.12) 


de, = D one + Doa ea, 
其 中 ,ai 满足 下 面 的 方程 | 
dw; = Уо Л шу, + wi = 0, (3.4.13) 
0 = do, = Dwa Л oi, (3.4.14) 
do; = Diwa Л wy + >ш Л ш), (3.4.15) 
dog = Djwy 人 wp+ уш Лан (3.4.16) 
дан = Уо А ou + Уо А og. (3.4.17) 
由 式 (3.4.14) 及 Cartan 引 理 3.3.148 | | 
wia = Уо, Һә = h$. (3.4.18) 
由 Riemann 几何 学 的 基本 定理 知 , 式 (3.4.13) 说 明 ,w; ЖМ” 


上 Riemann 联络 的 联络 形式 ，M" 上 Rieman 联络 的 曲率 形式 是 
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j 二 = dw; = Эа А wj = - 5 УВ A wj. 


(3.4.19) 
于 是 由 式 (3.4.15) 式 (3.4.18) 和 式 (3.4.19) 得 М" 的 Gauss 方程 是 
Кы = 2 (hahi — h5h5). (3.4.20) 
由 式 (3:4.16) 及 式 (3.4.18) 可 得 M" 的 Codazzi 方程 是 
hi] = hij- (3.4.21) 
ГИ 4.18) "45 M" 的 Ricci 方程 是 
= 2 hahh — sh). (3.4.22) 


因 R"*?* 的 曲率 为 0, 这 与 前 节 讲 的 公式 一 一 致 . 
定义 3.4.1 (1) 方程 式 (3.4.12) 称 为 子 流 形 М" 的 运动 方程 . 
(2) I =də=g(dz,dz)= >; 称 为 子 流 形 М" 的 第 一 基 
本 形式 . 
(3) H = - > (dz ,е,) = 2 (2 lema) e, 
= У Zhi юго, ) é, 
称 为 М" 的 第 二 基本 形式 ， 它 是 向 量 形式 , 它 也 可 写成 张 量 积 的 形式 . 
(4) dv = wA о) A Л о, RA М" 的 体积 元 素 . 


Ж W M" ER 1! 的 超 曲面 ,此 时 p=1. M" 的 第 二 基本 形 
式 可 写 为 数量 形式 : 


H =- g(dz,de,n) = Dwin = D һу). 
(3.4.23) 
以 下 考虑 两 种 特殊 情形 ; 
1. R’ 中 的 曲面 M? 


设 z: M2— R? 是 R’ 中 的 曲面 ,方程 为 
T=(ri(uv), х,(и,о), хз(и,о)). 
切 向 量 场记 为 z, Ar, Bp 
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д _ 3 _ у= 
Ju (Lius Tzu ‚®з„) = Lurg = (15220,23 = жу. 


дх; дх; 
其 中 Tiu = Jy TT дъ 


= д(х,,х,) = Е, вә = g(z,,z,) =G, QE р 是 曲面 M? (К°, 


8) 中 的 诱导 度量 .假设 参数 曲线 正 交 , 即 下 =0. 则 М? 上 的 单位 
切 向 量 场 为 


,1 二 1,2,3. 记 gu = g(x, 2u) = E ,g 


| | 
Жи, e= сл. (3.4.24) 


H М? 的 运动 方程 式 (3.4.12) 的 第 一 式 得 
dz = wje; + wez = х„йи + rx,dv=V Eduei +v Сахо, 
所 以 得 
w =V Edu, w =V Сат. (3.4.25) 
Ў ез= е Хез, ез 是 М? 的 单位 法 向 量 场 , 记 工 = 区 (zyea)， 
М=&(х,,,ез), N =E (=, es), JktË хы = (суш, Жш» Хз), 由 式 
(3.4.12) 的 第 二 式 并 通过 计算 可 得 
de, = w12€2 + wi3e3= (еу) „йи + (ei) dv 
_ —E,du + G.de + Ldu + Mdv, 
2 / EG «Е 
从 而 得 
Тыш и (3.4.26) 
同 理 可 得 
on ,ont wna =0. (3.4.27) 
曲面 M? 的 第 一 基本 形式 是 
I =zg(dz=,dzr)=ol1+ w= Edu2 + Gdv?. (3.4.28) 
由 式 (3.4.25) 式 (3.4.26) 和 式 (3.4.27), М? 的 第 二 基本 形式 是 
= 一 g(dz,de3) = hiw + 2hiwiw + h22 3 
= h Edu? +2hia EGdudv + hy2Gdv? 
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= wwz f @2@23 


Ldu + Mdv Mdu + Ndv 
VEdu Edu t Mdy , Gdy. Мч + Ndo 
“ E VG 
= Ldu? +2Mdudv + Ndv’. 


从 而 得 
huz E hns И.А 0. (3.4.29) 
М? 的 截面 曲率 Ri 就 是 М? 的 Gauss 曲率 К, 
К R= huha- hb- EN — M° (3.4.30) 
M2 的 平均 曲率 为 
可 = 方 (ha+ ha)= + (6+6). (3.4.31) 


М? 的 Gauss 方程 除了 式 (3.4.30) 外 ,还 有 以 下 形式 : 
доу = «13 А w32 = (hiw + hiw) À (hawi Ао) 
= — Ko) Л оз. (3.4.32) 
而 w1 A 09 = м ЕС аи Ado ,又 根据 式 (3.4.26) ,可 以 计算 deo. 


E, 
ао = 1) Лач на 


G 
“| Ad 
2/ =) о 


= - (775g) волаи + (с) аила 


WE),) [б 
| 76 JE 
从 而 Gaus 方程 式 (3.4.32) 等 价 于 - 


a от, [C G), 
МЕС |\ УС МЕ 


从 公式 (3.4.33) 便 可 得 著名 的 Gauss 定理 :曲面 M? 的 Gauss H 
率 是 内 在 量 , 即 它 只 与 第 一 基本 量 有 关 . ` 
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u 


1 


| (3.4.33) 


2. R° 中 的 曲线 М! 

设 z: M!— R 是 R? 中 的 一 条 曲线 ,方程 为 

х= (ж1(2),22(1),23(1)). 
曲线 М! 的 切 向 量 场记 为 z,, BB 
(0) ,et) ,s(t)) = x. 

M! 的 单位 切 向 量 场 是 

1 21. 
Га)" EA 
在 曲线 М! 上 选取 单位 法 向 量 场 : 


e, = ———————гу,,ез=еуХе›. (3.4.35) 


V gleise) 
其 中 = тайке, ATIK s 求 导 ,曲线 的 弧 长 是 
s= f Jeltz, )dt = f xay + х',(1)? + х'3(1)? аг. 


所 以 ds = g(x,,zi)dt, 由 式 (3.4.34) 及 式 (3.4.12) 的 第 一 式 得 
dz = ае = Zidt =y g(z,,z,)dt e), 


Zis (3.4.34) 


е = 


从 而 得 

w= glx z dt = ds,o,= os = 0. (3.4.36) 
又 由 式 (3.4.35) 及 式 (3.4.12) 的 第 二 式 得 

del = wlzez+ wiae3= еп, = g(e1sse1s)ds ez, 

所 以 

вз =y glee 452045,0 = 0. (3.4.37) 
HH k= Г (е, er, J| М! 的 曲率 . 
由 式 (3.4.35) 得 


1 _3 _1 
de, = —-у&бе,,е,) 228(elsyels)dsels+g(elsyelr) 2er ds 
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gleise) 


ds 
+ —— 
gleise) 2 Jelene) ° 
而 EB(e2,e3) =0, 由 上 式 得 


E(eis,es)ds 


wz = E (de>, es) = Jalea 
159615 


E (е1.›ез) I 1 
=—— u M! 的 挠 率 . 
АШЫГ ст 


我 们 计算 曲率 k= Vg(ers,e1;) 用 一 般 参 数 t 表示 的 公式 , 因 


会 tds， (3.4.38) 


Era = ta e= glx, x) Zz, HA 
_ dt_ 1 122(х,,2,) 1 
п 5172 2502,2) А Ес)" 
g(=, , z,) 
glann) f glana) t` 
故 
gleise у Elut) _ 2g latur)? | glu: zu) 
(l g(z,z) gapt) gaot) 
AET (Tx) EEEE 
g(=,, z,)° g(x x) 
所 以 曲线 M 的 曲率 为 
k а МЕЗЕ == a ; (3.4.39) 
同 理 可 得 M 的 挠 率 
r= Be 一 (az (3.4.40) 


Vg (erels) (x, X z, )° 
而 曲线 M' 的 运动 方程 是 
деу = оез = kds ез 
dex = — үзе + оозез = — kds e, + rds ез 
дез= — we2= — Tds es, 
即 
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— = — kel + те» (3.4.41) 


——— = — тез 


式 (3.4.41) 正 是 曲线 论 中 的 Frenet-Serret AÑ. 
注 向 量 场 ё; 的 绝对 微分 De; = > @ ё; 与 运动 方程 de; 


= Joj 本 质 上 是 一 样 的 ,从 而 Riemann 度量 联络 
| Ze(X,Y)=g (WX,Y)+g(X, WY) 


等 价 于 
D(g(X,Y))=g(DX,Y)+g(X,DY) (3.4.42) 


3.5 各 种 子 流 形 的 概念 与 性 质 


В: М" N" PE RES А (Nt? р) Еп + p 维 Riemann 
流 形 ,(M”,g) 是 N” PA f3UE,g= f" z. 


1. 全 测 地 子 流 形 


定义 3.5.1 如 果 Mr 的 第 二 基本 形式 
hh=0, 或 h(X,Y)=0, 任 X,YEC”(M;T(M)). 
АЖ / 在 点 ZE М" 是 全 测 地 的 , 若 f ТЕМ" 上 每 一 点 是 全 测 地 
的 , 则 称 f 是 全 测 地 浸入 ,此 时 , М" 称 为 N"+? 的 全 测 地 子 流 形 . 
由 定义 3.5.1 及 式 (3.1.31) 以 及 h(X+Y,X+Y)=h(X,X)+ 
2h( 针 ,了 Y)+h(Y,Y), 我 们 得 全 测 地 子 流 形 的 几 个 充 要 条 件 如 下 . 
定理 3.5.1 (M",g) 是 (N" :2z;5) 的 全 测 地 子 流 形 
© h=0 R h(X,Y)=0,X,Y Ей, (3.5.1) 
© 局 部 (V ,zx;) 上 ,在 标准 正 交 基 |e,| 下 ,有 
h%#=0,i,j=1l,-,nia=n+l,- n + p, (3.5.2) 
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o “第 二 基本 形式 模 长 的 平方 ”c=0 (3.5.3) 
© h(X,X)=0,X 任意 (3.5.4) 
© V ,KX= WX+h(X,X)= WX (3.5.5) 
=» 


Ж 在 式 (3.5.5) 中 , 取 X= Т, 便 得 式 (3.5.6). 
定理 3.5.2 子 流 形 M" 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 


в = = Bg (A leie), h(e;,e;))= 2, 22 s) 

与 标准 正 交 基 el ,……,e 的 选取 无 关 . 
证 明 : 设 zi, г, J М" 的 另 一 组 标准 正 交 基 , 并 设 ë; 
> ане, ,其 中 (a;) 是 正 交 阵 , 即 > akak = д;. 
从 而 
б = Ха (А(ё,г,),Һ(,ё)) 

= Хав (h (Laner, Хаш), Daie., > ape, ) 

= У) Daran Daag (h(a,e),h(e,,a,)) 

= >'g(h(e,e),h(e,,e,))= o. 


2. 极 小 子 流 形 
记 H, = (Rs) ,trH, = = 22, 我 们 先 给 出 子 流 形 M” 的 中 曲 
率 向 量 Н 和 中 曲率 二 的 定义 如 下 . 


定义 3.5.2 (1) 法 向 量 
H(z)= TC. = Fhle,e) 


Dh)e, = = „етн, Je, (3.5.7) 


称 为 子 流 形 M" {Ех 点 的 平均 (中 ) 曲 率 向 量 ， APWE, H 与 标 
准 正 交 基 的 选取 无 关 . 
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M" 中 的 任何 测 地 线 必 是 N" ?中 的 测 地 线 (3.5.6) . 


(2) 中 曲率 向 量 НКЕ 
Н(х) = [#(H,H)] 


= 


1 23215 
= „о )2 J? 
= HDn (3.5.8) 


称 为 子 流 形 М" 上 x 点 的 平均 (中 ) 曲 率 . 
(3)# M" 上 每 一 点 的 中 曲率 都 是 零 , 即 
Н==0, (3.5.9) 
则 称 M" 是 N"*#* 的 极 小 子 流 形 . 
Ж H EM 上 的 法 向 量 场 , 电 是 M 上 的 函数 ,由 定义 我 们 


得 
定理 3.5.3 СМ", в) P, #) 的 极 小 子 流 形 
ө H=0 (3.5.10) 
> BR V 上 ,在 标准 正 交 基 {e;| 下 ,有 
Ў) = 0,а = п+1, 9, п + p (3.5.11) 
S «Н„=0,Ма. (3.5.12) 


Ë Р=18,А = РЭО 6) = = LH, adenn H = 
Lay! = beH, A B = Haa. 


з. 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 


定义 3.5.3 B M'EN 2 的 子 流 形 , 若 M" 的 中 曲率 向 量 
H 在 法 从 中 (或 关于 M" 的 法 联络 以 ) 是 平行 的 , 即 
А-0 УН=0 (R DLH=0), (3.5.13) 
则 称 M" 是 N"** 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 子 流 形 . 
”显然 , 极 小 子 流 形 必 是 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 子 流 形 . 
定理 3.5.4 设 (M",g) 是 (N"*?,&) 的 子 流 形 , 则 М" АА 
有 平行 平均 曲率 向 量 的 子 流 形 :D+ 互 =0 
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ө Xh = 0,а = n+l,,n + p. (3.5.14) 
证 明 : 因 为 aH = >)( hi) ea Д 
„рі H= Уа Ул )е, + У) (Xha) DI e, 
= У > hz.) e, + > > hh юге; 
= > [4( Уһ) + + м Унь, Jea: (1) 
又 因为 h&% 的 一 阶 协 变 导 数 h%; 为 
Оо = = 2 dhi + уу Wik + Shiwa + haog 
= а У) + > Ум lwp . (2) 
由 式 (1) 和 式 (2) 得 :DT 互 =0 等 价 于 
асл) t > >b Вор, = 0S Dihin = 0,Va. 
iz: 若 式 (3. 5. 14) 成 立 ， 则 有 
>ы = 0,a = n+1, ,n+p. (3.5.15) 
事实 上 :由 式 (3.5.14) 及 /名 的 二 阶 协 变 导数 的 定义 得 
Унын = АС) + Dihin + род + Уо; 
+ > Уны, = 0, 
& Dohiy = 0. 
推论 3.5.1 B(M o) EN" 2 ,5) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 
的 子 流 形 , 则 中 曲率 H= c 是 常数 . 
证 法 1: 设 6, ;1 是 单位 中 曲率 向 量 , 即 
H=He,+> (1) 
起 式 (1) 和 式 (3.5.7) 得 
УЭШ, +P = nH; У = 0,а Z n + p. (2) 
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对 式 (2) 外 微分 并 由 式 (3.5.14) 得 
пан = Уан? = У) гуй — Dhi wnr- 
k i £ i,k 
Уа оь — Dy 2 hho, = 0. 
i,k a £ 
所 以 dH = 0, 即 dH = >)Ho; = 0,#8 H; = e,(H) = 0,# H = 


< 是 常数 , 当 M" 是 连通 的 时 ,H 在 M" 上 是 常数 . 
证 法 2: 对 任 XEC”(M;T(M)), 因 为 


WH=0; V,H= WH + VH = VH. 


我 们 得 
ХН? = ХЕ(Н,Н)= V, (H,H)=2g( V,H ,H) 
=2g( VIH ,H)=2g(0,H)=0. 
EI X- ,有志 =0, 所 以 н? 是 常数 . 
х; Ti 


4. 全 脐 子 流 形 


定义 3.5.4 j £ E M" 上 的 法 向 量 场 , 若 切 映射 A, 与 恒 等 
映射 1 成 比例 , 即 
A,/=A[ M A,(X)=A(z)X,V X€ C°(M;T(M)) 
则 称 子 流 形 М" 在 点 x 处 关于 法 方向 & 是 脐 点 的 . 若 在 M" 上 每 
一 点 关于 任意 法 方向 & 是 脐 点 的 , 则 称 M EN 2 的 全 脐 子 流 
形 , 此 时 4=5( 互 ,&) 是 M" 上 的 函数 . 
下 面 我 们 给 出 全 脐 子 流 形 的 几 个 充 要 条 件 . 
定理 3.5.5 (M",g) 是 (N 2?,5) 的 全 脐 子 流 形 
Ө ҤЕЖЖ ШЕЮ е 及 任意 切 向 量 场 X, 有 
А.(Х)= (Н, #)Х, (3.5.16) 
与” 任意 法 向 量 场 & 及 任 X,YE C~(M;T(M)), 有 
E(A(X,Y),ë)=g(H,ëe)g(X,Y), (3.5.17) 
© h(X,Y)=g(X,Y)H (3.5.18) 
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өе 局 部 V 上 ,对 于 标准 正 交 基 |e;| ,有 
= = EDk ès А Hô; 2 Ад, — (3.5.19) 


e T 
h(e,e)= H. (3.5.20) 
证 阴 : 式 (3.5.16) 与 式 (3.5.17) 等 价 :由 于 
#(Һ(Х,Ү),&)=я(А,КХ),Ү). 
H E 3.5.4 得 , M 是 全 脐 子 流 形 : A, (X) = АХ, Ж fr + 
Z(h(X, Y), ё) = А(Х,Ү),М g(h(e;,e,),8)= Ag(e;,e;)= A, 
所 以 


g(H,£) = 2 Zh (е, ев), є)= L Sig (hleise:) E) 


= 1 Уве) = А. 
A (3.5.17) > È (3.5.18): Ж] {ЕЁ {у А8 H е, H sË 
(3.5.17) 得 
E(h(X,Y),e)=g(H,e.)g(X,Y), 
所 以 
h(X,Y)= Dg(h(X,Y),e)e, = Da(H,e,)g(X,Y)e, 


а 


g(X,Y) У(Н,е,)е, = g(X,Y)H. 


(3.5.17) =A (3.5.18): H A(X, Y)=g(X,Y)H, Е 
HRH EA 
g(h(X,Y),£)=g(g(X,Y)H,ë) 
=g(H,ë)g(X,Y). 
式 (3.5.18) 之 式 (3.5.19): 由 式 (3.1.29) 及 题 设 得 
> hse。 = Һ(е;,е;) = в(е;,е;)Н 


a 1 а а 
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Җ(3.5.18)== 式 (3.5.19): 因 л; = (DA), 等 价 于 
h(e;,e)) = (е, Н, 
h(X,Y)= ACX X'e, Үе) = ХҮ (е6) 


Ш 


УЈХ'Үр(е;,е;)Н = 8( X'e, үе, Н 


= g(X,Y)H. 
式 (3.5.18)~ 式 (3.5.20): 取 X=Y=e, 因 g(e,e)=1 便 


可 . 
式 (3.$.18)< 式 (3.5.20): 任 X,YEC2OM3TOM)) ,有 
0 X=0 
(Хе | A ,TT XE X=0 
=|XËH, 
又 因为 
h(X+Y,X+Y)=h(X,X)+2h(X,Y)+h(Y,Y), 
所 以 


h(X,Y)=%[h(X+Y,X+Y)-A(X,X)-h(Y,Y)] 
=j[IX+YEË- IXI- YPJRB= g(x, Ү)Н. 
5. 法 从 平坦 的 子 流 形 


由 式 (3.2.19) ,我 们 给 出 以 下 定义 

定义 3.5.5 ИИМ" 是 Nt 中 的 Riemann 子 流 形 , 若 对 任 : 
EE C°(M;TÍ1(M)),# | 

R1(X,Y)E= V£ Ve- Vy Vé- Уу үуё=0, (3.5.21) 
Шш М" 的 法 从 是 平坦 的 ,上 式 可 记 作 Ri =0. 

现在 设 M" 是 N**?(c) 中 的 子 流 形 ,” 和 & ЖМ" 上 的 法 向 量 
场 ,X 和 YY E M" 上 的 切 向 量 场 ,由 于 

Ri(y,é, X,Y)=g(7,Ri(X, Y)é), (3.5.22) 
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У H5K(3.2.23) 81, R; EE B НЕН, - Нон, 的 第 i 行 第 / 列 上 的 
元 素 ,再 由 式 (3.3.26) 我 们 得 : | 

| 定理 3.5.6 i M" JE N" ?(с) ËJ) Riemann 子 流 形 , 则 М" 

的 法 丛 平坦 :RL=0， 


Өө RL(TSXY) = 0, (3.5.23) 
ө Rk = 0, (3.5.24) 
Ө H,H, = H,H,, (3.5.25) 
ә У! [w(HIHi) - u(H,H2)2]= 0, (3.5.26) 
= a4 = 0. (3.5.27) 
Ө ао = Уо, Ло, (3.5.28) 
2 Н, Haap 可 同时 对 角 化 . (3.5.29) 


6. 伪 脐 子 流 形 、 入 迷 向 子 流 形 


定义 3.5.6 Ж М" 关于 每 一 点 的 平均 曲率 向 量 互 是 全 脐 
的 , 即 1 
E(H(X,Y),H)=g(H,H)g(X,Y)= H2g(X,Y), 


(3.5.30) 
则 称 М" 是 N” 2 的 擅 脐 子 流 形 . 
ЖУ 3.5.7 若 对 任 单位 切 向 量 场 e, 有 
|h(e,e)| =à, (3.5.31) 


ШЖ M" 是 N" Р А 迷 向 子 流 形 , C€ C%@“(M;R). 
定理 3.5.7 设 (M",g) 是 (N" 2,5) 的 全 脐 子 流 形 , 则 
(1) (M",g) 是 (N"+2 ,5) 的 人 擅 脐 子 流 形 , 
(2) (M" ,sg) 是 (N ,5) 的 = 五 迷 向 子 流 形 . 
证 明 :(1) 在 式 (3.5.17) 中 取 £= H 便 得 式 (3.5.30). 
(2) 由 式 (3.5.20) 得 ; 
A=|h(e,e)|=|H| =H. 
定理 3.5.8 (1)# M" 是 极 小 子 流 形 , 则 М" 是 伪 脐 子 流 
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(2) М" 是 全 测 地 子 流 形 的 充 要 条 件 是 :AM* 是 全 脐 子 流 形 并 
且 也 是 极 小 子 流 形 . 

证 明 :(1) 由 于 有 态 =0, 由 式 (3.5.30) 易 见 成 立 . 

(2) “一 ”: 由 式 (3.5.2)、 式 (3.5.11) 及 式 (3.5.19) 易 见 成 立 . 

“=”: М" 是 全 脐 子 流 形 ,由 式 (3.5.19) 知 


Һа = А, hg = 00:22), Ма (1) 
又 М" 是 极 小 子 流 形 ,由 式 (3.5.11) 得 
эл = 0, (2) 


由 式 (1) 和 式 (2) 得 һу=0, ,у=1,зз,л;а=п+1,з,л + 
b. 由 式 (3.5.2) 知 ,M" 是 全 测 地 子 流 形 . 


7. 子 流 形 的 几 个 例子 


例 1 设 (M ,sg) 是 (N" ,8E) 的 一 维 子 流 形 , 则 M! 是 极 小 子 
йЖ#ем! 是 全 测 地 子 流 形 ( 测 地 线 ). 
证 明 : 在 N" 中 取 标 准 正 交 标 架 场 e1,e,,…, e,, 使 得 ¿ 是 
M1! 的 切 向 量 场 , 设 wi ,… o, 是 其 对 偶 ,那么 在 М! E, 
wa 0, a=2, п, | (1.1) 
外 微分 式 (1.1) 得 
0 = dw, = wa Л w, (1.2) 
H Cartan 引 理 及 中 曲率 向 量 的 定义 得 


wla = hho H = У) Ае, (1.3) 
е=2 


所 以 МАЛТЕ: Н==0, 
Ə A141 三 0( 全 测 地 ) ө wis=0， а=2,---,п, (1.4) 
另 一 方面 , 因 о, =0, 所 以 
De = wyer t + winen» (1.5) 
根据 测 地 线 的 定义 知 , Mi! М" 的 测 地 线 
е De =0 © о, =0,0= 2,6, п. 
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例 2 ЖЕ 是 R"**?* 中 的 n 维 平面 ( 仿 射 子 空间 ), 则 E" 是 
R" 2 的 全 测 地 子 流 形 . 

证 法 1: 设 e1,…,e,,…,e,+p 是 R”"'* 的 标准 正 交 基 , 限 制 到 
E" Erei, re, ТРЕ" еу, e P PROF E" W ro E Е" 中 的 


国定 点 , 则 Ez 关于 原点 的 位 置 向 量 是 
+ = Xo + Die» (2.1) 
Ж a0, =1, , п, Вр 
glr- х0,е;) = А,5©®0, (2.2) 
glz- хтху,е„)=0,\/а. (2.3) 
Е" 的 运动 方程 为 
dz = Jwe, (2.4) 
дед = У waren. (2.5) 
B 


由 于 在 E" Б, о, = 0, 从 而 得 0 = ао, = >)o Л w, Н Cartan 8] 
理 3.3.1 得 ; | 
wia = Эһ, hš = Mh. (2.6) 
对 式 (2.3) 外 微分 并 由 运动 方程 式 (2.4) 和 式 (2.5) 得 
0= g(dz,e,) + g(x — xo,de,) 
= g( Хов, ел) + glz- ху, э шне; + ор) 


=- 2Joag(z — ту,е,). (2.7) 
2402.2) 15 (2.7) 18 we=0, 再 由 式 (2.6) 得 
hy=0,Vi,j,a, (2.8) 
故 E" ЖР" РН ТИЮ. 
证 法 2: 同 上 Е" 关于 原点 的 位 置 向 量 是 
+ = zx 十 Эде, (2.9) 


设 E" 中 任 两 切 向 量 场 X 和 了 的 表达 式 分 别 是 
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X = Ў]Хе, Y = Үе. (2.10) 


则 
WY +hA(X,Y) = VxY Vx( 2 Ye) = = SX(Y)s 
(2.11) 
是 切 向 量 场 ,所 以 
h(X,Y)=0,h=0 (2.12) 


Е" ÆR 2 的 全 测 地 子 流 形 . 

Ж (1) 当 zo ARAN, E" ЖЕ"? п 维 平面 ， 
它 是 全 测 地 子 流 形 . 

(2) 特别 R" ER 2 的 全 测 地 子 流 形 . 

例 3 B 5"(а) = х= (21, En) ER | glr, r)=a li 
R**! 中 以 原点 为 中 心 ,以 a 为 半径 的 п 维 球面 ,证 明 S*(a) 是 R+! 
的 全 脐 超 曲面 ,并 求 S"(a) 的 截面 曲率 , Ricci 曲率 R; ,数量 曲率 
r 及 中 曲率 H. 

证 法 1: 设 x 是 S"(a) 的 位 置 向 量 ,在 R 中 选取 标准 正 交 
标 架 场 e1 ,… e, ,e,+1, 使 


enti= 22, (3.1) 
于 是 S”"(a ) 的 运动 方程 (基本 方程 ) 是 
dz = Уо, (3.2) 
дед = 2 waneg wag + wpa = 0. (3.3) 
由 于 在 S"(a) 上 ,w+1=0, 得 
0 = do,a = Уо, Лан, (3.4) 
由 Cartan 引 理 3.3.1 18: | 
wn = - Ува, ht! 一 Ат. (3.5) 


H (3.3) 得 de,.4 = 一 Sonae: B 
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Wn+tli = gl(den+is ei) = ЧЕ Taza] 
=- Lg( Хову е) =- Loi, (3.6) 
由 式 (3.5) 和 式 (3.6) 得 
n+] — 1 
h", = 0y, (3.7) 


由 式 (3.7) 知 ,S" (ea) 是 К" * 的 全 脐 超 曲面 , 因 R"*' 是 平坦 流 形 ， 
由 Gauss 方程 得 S" (a ) 的 截面 曲率 Еш 


Кы = ht ht — (һу)? = 2, (3.8) 
W е, 方向 ,S"(a) 的 Ricci 曲率 R; 为 
R; = DR = С - 1), (3.9) 
5" (a ) 的 数量 曲率 y 为 
7 = УК» = n(n 1), (3.10) 
S"(a) 的 中 曲率 向 量 H ANA 
T Dhen = Leri (3.11) 
= lya = 1. (3.12) 


由 上 知 ,S"(e ) 的 截面 曲率 、Ricci 曲率 .数量 曲率 及 中 曲率 都 是 常 
Ж. 


证 法 2: 因 „у= -二 z, 设 g= I" g 和 巨 分 别 是 S"(a) 和 
Е" 1 中 的 Riemann 度量 , 则 
В(АСХ,Ү), ел1) = (РҮ, е») = -g(Y,Vyxe,+1) 
=-#(Ү,-Х)=-1ш(Х,ү), (3.13) 
所 以 
h(X,Y)= dg(X,Y)etrH= еа. (3.14) 
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由 式 (3.5.18) 知 ,S"(a) 是 R"*! 的 全 脐 超 曲面 ,并 且 H = 二 ,由 式 
(3.14) 得 | 
(3.15) 


由 此 可 得 R = 15, ‚у= e 


注 若 选取 e r, A ку! = - ay, H= -二 ,其 他 
量 不 变 . 
а 设 z:M">R"*! 是 平坦 网 氏 空间 R"'! 中 的 一 个 浸入 
的 全 脐 超 曲 面 (4 之 2) , 则 M" 被 含 在 一 个 超 平面 内 或 者 被 含 在 一 
1 


个 标准 的 球面 S" Te A. 
证 明 : 设 él, l, é, > @, + 1 ZEE R"+*! 的 标准 正 交 基 ， (Ol s s Wna 
wn+1 是 其 对 偶 ,wap 是 R"'! 的 联络 形式 ,因为 М" 全 脐 , 所 以 
АЛ! = Аё, (4.1) 
从 而 
win1 = Улу; = Аш. (4.2) 
对 式 (4.2) 外 微分 并 由 第 一 和 第 二 结构 方程 及 式 (4.2) 得 : 
dowin+1 = dà Ло; + Адо; = Do; Ло; + À эӊ Ло; 
= Dwy Ло = л Уо; Ло, 
所 以 | 
> Ан; Ao, = 0. (4.3) 
因为 x 之 2, 所 以 和 =0, 即 e(A)=0, 得 = c 是 常数 . 
(1) 当 c=0 时 ,wi,+1=0, 由 运动 方程 得 
де, +1 = Э = 0, (4.4) 
故 ёл+ї = Vo 是 固定 的 法 向 量 ,由 于 
а[2(х,0)]= g(dz, vo) = Dieler оо), =0, (4.5) 
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得 
є(х,о,)= P (4.6) 
是 超 平面 的 方程 . 故 zx(M") 被 含 在 一 个 超 平 面 内 . 
(2) 34 c 关 0 В, win1 = co, , МІ 


a[= + т.а) dz + 二 de = Sozi + L S onse; =0, 
(4.7) 
由 式 (4.7) 得 


z+ te, zo, (4.8) 


即 (z - zo)= 总 ,所 以 M" 被 含 在 以 zo 为 中 心 , 以 下 为 半径 的 
球面 内 . 

i 若 设 Ve=(al…,as). zz=(z…zo), 则 式 (4.6) 即 
X ajxrt +ах, = p. 再 设 zo= (zio,…, za0), 那 么 方程 (z — 


1 1 
zo) = 二 就 是 (zi = жо)? + + (=, -xn0) = 55. 


#15 设 RER Lorentz 25 |8] (Е"*!, g), Ж R W% 
m EE g 为 
g=dzi t] +4х%, хок (5.1) 
H К"(-1) = {х= (x1, stn) ER"! (ж,х)= —1}, | 
ЕВН: R"( 一 1) 是 R"'! 的 全 脐 超 曲面 , R" ( — 1) 的 截面 曲率 
К(е;,е;) = – 1. 
证 明 : 由 式 (5.1) 知 ,R"( 一 1) 为 
В"(-1) = {х= (x1, , £p) ER”! |x? +e + ri — х1, 
=-1,z 是 R"(-1) 的 位 置 向 量 , 它 可 以 看 成 是 从 R*( 一 1) 到 
R" :的 包含 映射 ,在 R*+! 上 选取 切 向 量 场 el,…，,ev,ey+1, 对偶 
为 wrn wna A g(xz,z)= 一 1, 外 微分 得 
g(dr,x)=0. (5.2) 
所 以 是 R"( -1) 的 一 个 法 向 量 场 ,不 妨 取 x = e, 1, 在 标准 正 交 
сам. 


基 {eA1 下 ,度量 形式 (5.1) 为 


g=w? tet а шд. | (5.3) 
式 (5.3) 的 分 量 是 

gas = 8 (ед ep) єдблв› i (5.4) 
其 中 ej S є =з = g, = T 6,+1 = 1, 对 式 (5.4) 外 微分 并 由 式 
(2.2.4) 得 


0= dgap = У) (одсвсв + wpcgca) 
с 


Ц 


У) (одсєсдсв + wpc ecdca) 


= EpWAB + € AWBA › (5.5) 
Bp 
wjt о 0, Oin, +. (5.6) 
运动 方程 为 дед = S wagen Х. x = e+ 所 以 
B 
де, +] = ЭЛЛИ? = dx = У)ое;, (5.7) 
由 式 (5.7) 得 f 
Qa +1i T Gi (5.8) 
HK(5.8) 和 式 (5.6) 及 G(O;n+1 = Уу oy 得 
hutl= ó; H=1. (5.9) 


HK (5.9) 1, R ( — 1) R") 的 全 脐 超 曲面 . 由 式 (5.6) R 
(5.8) 及 Gauss 方程 式 (3.4.15) 得 

ОМ = wri Ло, +1; = wi Лоу = — (— о; Ло) (5.10) 
由 定理 2.6.5 得 ,R"( 一 1) 是 常 曲 率 为 -1 的 流 形 . 


3.6 Ж ЕЙЕЛ" HHRHH М” 


W(M",g)E(N" ,5) 的 超 曲 面 ,el, nen, en E N" * 18 
ЖЕТЕ Ж #7) ЖКН. fE el,…，,en 切 于 M" ,es+1 是 М" 的 法 向 量 
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E эз E Mr 的 局 部 坐标 标 架 场 
对 M" 上 的 任意 切 向 量 场 X, 因 &(e,11,es+1)==1, 所 以 
0= Хё(е„+1›е„+1) =28( Ухе„+1›е„+1), (3.6.1) 

其 中 了 是 N"+1 上 的 联络 ,由 式 (3.6.1) 知 , V xe, , E: M" 上 的 切 
向 量 场 , 又 因为 

Уе +12 — А„,,(Х) + Ре, зт. 
得 ре, 11=0, 记 线性 映射 A。, | = L AN 

ІХ = А, (X) = - е, +1, (3.6.2) 


设 了 Y 也 是 M" 上 的 光滑 切 向 量 场 ,由 于 
#(Һ(Х,Ү),е„,у)=е(А„,,\Х),Ү)=(1Х,Ү), 


(3.6.3) 
所 以 
h(X,Y)=g(LX,Y)e,+1; (3.6.4) 
从 而 Gauss AR V yY = WY + h (X, У) 
VxY= WY+g(LX,Y)e, +1. (3.6.5) 
Gauss 方程 为 
R(X,Y,Z,W)=K(X,Y,Z,W)+g(LX,Z)g(LY,W) 
-g(LX,W)g(LY,Z) (3.6. 9 


9 2 
REV, a) E.F д; = (55), 9 9.5 = >r Гь з, 


由 式 (3.6.2) , 记 
9 __ 5 t2 
L Эл, = Ӯ 2e, 2 >L: Эт, (3.6.7) 
д a 
L;#g(L =—,5—). (3.6.8) 
J 8 ду; дх, 
则 
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3 9\2 pa 
-Iri ez] g(a Vias 
一 a д а 
= (е. СЕ эх, |! (3.6.9) 
得 
i j 


д д 
(5) = ваа. (3.6.10) 


__ 2 а 2 2 
н | 
а 
= УУГУ з; t Lesa (3.6.11) 
L; 5 L; 的 关系 是 
9 9 \_ £9 2 
= Уы, (3.6.12) 
k 
= УЛА = DL D emg”) = 2; (2 Liga )a" 
n k m m k . 
= DLing™ = Лав. (3.6.13) 


由 式 (3.6.10) 及 ala 2. jz) ,和 


ә 9 а 3 
L = Lam [L PEA RAEG 22). (3.6.14) 
在 标准 正 交 基 fe} 下 ,由 式 (3.6.14) 得 
= &( > Lie, , e, ) = g(Le,,e;) = g(e,, Le;) 
= glei, > Lle) = Li. (3.6.15) 
801) AC DRE M” ЕЗ ЖОШ EE ,还 由 于 


• 177 · 


A, (e) = УА, (3.6.16) 
` 1 


得 
hy (А, (e), )=g(h(eoej),e,+1) 
=g(V,e;,e,+1) (3.6.17) 
K 
h(e;,e;) = ће, +1. (3.6.18) 


(3.6.18) 5724(3.6.10) ШЖ, Ат ЕЕЕ (е F 
的 第 二 基本 量 ,并 且 平 均 曲率 H 为 


= ІУ, (3.6.19) 


由 于 线性 变换 上 = A, ,在 基 |e;} 下 的 矩阵 为 (11), 即 Le, = 
Уе, = 1,…,n, 并 且 (Li) 是 n 阶 实 对 称 矩 阵 ,所 以 其 特征 什 
kok, 都 是 实数 ,从 而 我 们 可 作 如 下 定义 : 

定义 3.6.1 (1) 超 曲 面 M” 的 Gauss 曲率 Kc 为 


s (3.6.20) 
(2) M" 的 平均 曲率 五 为 
H=L(h +k + +h), (3.6.21) 


其 中 Kc ЖН #6 М" 上 的 函数 . 

由 线性 代数 关于 特征 值 的 积 与 和 分 别 是 该 矩阵 的 行列 式 与 迹 
以 及 行列 式 的 性 质 和 式 (3.6.13), 我 们 得 Gauss 曲率 Kc 和 平均 
ЖН 的 计算 公式 如 下 : 


Ko= kik2k, = det( Li) = det( >ш) 
,det(L; 
= det( L; )det( g”) = Teh, (3.6.22) 
H= l, + k, + "° + k.) = l,(Li) 
п n 
= 050) = D Lag. (3.6.23) 
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其 中 (І) РЕ (ІЛ) Ж. 

定理 3.6.1 iZ M? 是 R rh u[ E J ñj —#E T ЛЕСИН IB ) , 则 
М? 的 Gauss 曲率 Kc Уу М? 的 截面 曲率 Roti. 

证 明 : 设 e ЯП e, 是 М? 的 局 部 标准 正 交 标 架 场 , 则 


1 2 
lia ae 
M? 的 截面 曲率 


Rinz = Kinz + g(Le;,e;)g(Lez,e2) ~ g(Lei,e2)g( Le,,e1) 
=0+ g(Lie; + Liez, e;)g(L}ei + L3ez,ez) 
= g(Ljeı+ Lie2,e)g (Lieit Lierse) 
= L!L} - LIL} = det( Li) = Kç. 
注 超 曲面 M" 在 坐标 基 |3-| 下 的 平均 曲率 式 (3.6.23) 与 
在 标准 正 交 基 |e;| 下 的 平均 曲率 式 (3.6.19) 相 同 : 
事实 上 : 设 e = Уа зт. ,由 引 理 2.7. 1 Dayan = = g , PF 
以 由 式 (3.6.19) 及 式 (3.6. oa 
=! = 1 sei) sensi) 


= 1 5 Da (a Das zy Эт Daag. Эт, =——), а) 
= (Dem)a (h(a) ) 


= J Deg Le ва) = 1 Уве, 
这 就 是 式 (3.6.23) ,所 以 平均 曲率 相同 . 
例 1 B 5"(а) = [z = (ri rr) Є В" | x2 + 
十 z+ = а?} 


是 К", Да HÆR n 维 球面 ( 超 曲面 ). 
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求 S"(a) 的 截面 曲率 Gauss 曲率 Ko 和 平均 曲率 五 . 

解 在 2.6 的 例 2 中 和 3.5 的 例 3 中 我 们 已 求 过 S"(a ) 的 截 
面 曲 率 . 

设 rlt) = (ztb，…zori)) 是 球面 S"(c) 上 的 曲线 , 即 
100) = oz, 两 边 求 导 得 

Dri(t) » z(t) = 0. (1.1) 

(1.1) 9 х= (21,07, 2,31) 6 5" (а) АЕ. 设 (V, о, 
zl yz) 为 S*(a) 的 局 部 坐标 系 ,使 


ф(х e a) = [zri nr 2 ч 2 
1> „^п 1? sAn’ а 一 xí , 
i=l 


则 
дт" "Тр ныт, (1.2) 
并 且 
д <; 
== 0,…,0， 1 0，…， 0 
дл; | (i) (n) 21). (1.3) 
i 二 1,…,n 是 S*(a) 上 的 切 向 量 场 ,又 
9 а =<; 
te (3a )= 0s +, (1.4) 
而 
| 3 (0... 0.2 
= (0, 0.27), 
是 R"*! 的 切 向 量 场 ,还 由 于 
n+1 
= х1 ... Tn Tnt = ti 2 
n+l a . ба 9 a ) < a Ir?’ (1.5) 
满足 


п+1 2 
Elentir en+1) = > (至) = 1, 


і=1 \@ 
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_ 9 \_х; rarif x; 1 
glena] + a [ ==)=0. 
所 以 e, E S"(a) 上 的 单位 法 向 量 场 , 对 任意 切 向 量 场 X, 因 了 
是 R"t1 Ей Riemann 联络 ,所 以 


=1 a дх; 
n+1 
=- 2 X(z) Z= =- Lx 
a 1 х; 
д 
特别 对 于 Х= 5-Х = е,9 
3__ 13 , - 1 
Lar ™ айту Т^ е (1.6) 


22: 
在 标准 正 交 基 |e,} 下 ,截面 曲率 
К(е;,е;) = К = Кы; tg(Lei,e;)g(Le;,e;) - g(Le, ,e;)2 


1 _ 1 
=(0) + = 
0 а? а? 
由 于 
_1 
Le, a 0 ё\ 
Le, 0 -4 En 
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所 以 M” 的 Gauss 曲率 К; ЖН ЖН 为 
Ke = det( Lj) = | 1-С", (1.7) 


H=beap=t[(-4)+(-4)+-+(-4)] 
= (1.8) 
由 式 (1.6) 及 工 = A ,i 得 


п 1 
Lej = А.,.1(6) = Эуе, = PUL 
k 


所 以 
тул - 204. (1.9) 
由 式 (1.9) 知 ,S"(c) 是 R*'! 的 全 脐 超 曲面 . 


中 曲率 的 计算 也 可 用 公式 (3.6.23) 来 算 , 为 了 方便 ,我 们 设 
п=2,Ж Sa) Р Ж#Н. 由 (1.4) 得 


х? 2 
2х7 23 
1=1+= 二 ,8 一 81 = 一 一 .g2=1+—. (1.10) 
T3 3: TX 
易 得 
вй = 


z? 2 
xx x 
1-5 pg =! = – —132,62=1- 5. (1.11) 


因为 ey a? 一 zf 一 ZX, 所 以 S? (Ca) ERIE 
量 为 


9 aja. zo 
FPR = (1,0, z), E (1.12) 
S”(a) 的 法 向 量 为 
5х 9 Z1 T2 _ 1 
дх “Эх; - -(2, Жа, лозу). (1.13) 
而 
3 _ а? 
ag 10.0.4). (1.14) 
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是 R 的 一 个 切 向 量 , S? ( a ) 的 单位 法 向 量 为 
ез = БЕЗЕБ ЕГ (1.15) 


9 $ 


QQ 4 
又 因为 
24 2 
Paz (00-7 | . (1.16) 
Iz Ixa х3 
— a 2152 = 3 
== _ = V 3 — 1.17) 
ЕР? (0.0, г) 7-32) ( 
2+ 
vazy (0.0.2 | (1.18) 
3z,972 23 
2 
所 以 在 坐标 基 | 52-30 |, 55а) жж 
(已 9 д _ z+ zà 
ЖЫ Ixix ] ах$ , 
lp д _ _ Zt 
E xita 
La=z| дх›дх; s) ахі 
所 以 
H = 5-18 пр+261210 + g2 L; ] 
2 2, z2 т\л 
_1[(,_ж\[_ її хз\ ү [- =) - 22) 
|1 =i) ах$ | 2 а? ах? 


2 
х7? _ z22 +23 
1-5 ах? 
а 3 


2 „2 
=t [artt х{-а%(х{+х}+2х%) +(хї+ тл} +2дїх}] 


2а? х? 
= 1 
=-=. 
注 1 由 式 (1.3) 得 S*(a) 的 标准 正 交 基 为 
1 ... 一 Ti 
e=- (0,0,1,0, ‚0, =) 
1+— 
Tn+l 
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:=1,2,- n. 


И 1 у — 1 4 
#2 ЖЖ e= r, HS- RER a= ох, 
н= і. 
а + 
例 2 B М" = {== (х,а) 1а +6 + zi = al, 


它 是 К" n 维 圆柱 面 ( 超 曲面 ), 求 M" 的 Gauss 曲率 Kç 及 
平均 曲率 HH. 


解 局 部 上 , 设 zx, >0, 那 么 r, =y а? - r} atM" 
上 的 个 切 向 量 场 为 
2 о, ,0, 1,0, 0) 
Ti ; п 
, ч) (2.1) 
Jz, 0050,1), 
i 二 1,…,n 一 1. 设 
2 
52 =(0,…,0, 握 ,0). (2.2) 
那么 向 量 场 
a 
ма = (21,0) 0 25 (2.3) 
满足 
n 2 
ушы _ zi Y _ 
(1) 8 (е,+1›е,+1) 一 > (z ) 1, 


б) (е5) = = + (о, і=1,:5, n 1. 
д 
(6193) =0, 
所 以 e,+1 是 М" 上 的 单位 法 向 量 场 ,对 R"*! 上 任 一 向 量 场 
X, 有 
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n+1 


д 
x = (ху, ZnyZa+l) = >=; Əx. (2.4) 
i=1 i 


由 于 
_ s [s az 2 \ 1s 2 
LX =- Ven 三 一 (э 2) х0) эе 
A Х = 52-,7= 1,5, -1,п +1, 48 
2; 
а -42 ‚= ... —1: д = 
[Laz PEF 1? |, n 1;L дх„+\ 0, (2.5) 
特别 对 于 M" 上 的 标准 正 交 标 架 场 |je，…e-1,57 一 9 
1 . 9 _ 
Le= тен ln iL 92—20. (2.6) 
即 
Le, -1 0 О | (е1 
+ И а а 
Len -i 1 @,-1 , 
д 0 a 0 3 
xza+l 0 0 0 дх, +1 
得 М" 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 分 别 是 
Kc= det(Li)=0, (2.7) 
н=1[(-1\+-+(-1)+о]=-"—\. (2.8) 
п а а n 


注 1 #|2 F,n>3 6, M" 不 是 常 Rieman 曲率 流 形 : 例 
1: Куо = Куо + 01е ,е) 8 (1ез,ез) -8l Lere)? =0+ 4 = 


1 ьо, 
а 


_ _ 9 а _ a V 
Rina = Кыл, + E(Lee)g[ L 5 , ) -ze 到 
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_ 1 _ 2 _ 1 а V 
он а eved (Ozan) -a шэл) 
_nzl 
-oz 点， 
注 2 在 例 2 中 ,n=2 时 , M2?= [z =(zi,z2,z3)| zl + х= 
a :| 是 常 曲率 为 0 的 Riemann 流 形 . 


3.7 常 曲率 黎 曼 流 形 中 的 全 脐 子 流 形 


ik М" 是 常 曲率 空间 N"*?*(c) 中 的 子 流 形 , 由 Gauss 方程 得 ， 
M" 的 Rici 曲率 张 量 场 的 分 量 为 
Ri = = 8 = = (n — 1) + > У; (воз — һа) (3.7.1) 
所 以 м" 的 数量 曲率 为 
r= SR; = n(n- 1)с + У\(ен,)? _ > СУ 
= n(n – 1)с+ п? Н? -o (3.7.2) 
1. N"+?(c) 中 的 全 脐 子 流 形 М" 


定理 3.7.1 设 (M",g) 是 (Ne(c),5) 中 的 连通 全 脐 子 流 
形 (2 之 2), 则 M" 是 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 且 法 从 平坦 ， 
Вр 

D+H=0, Rh = 0 (3.7.3) 

证 明 ;在 和 N"+*b(c) 中 选取 标准 正 交 标 架 场 Cl eyer+l ` 5 
e, + pE ¿= НОН“) е, e, WF Mr?',e,+1,… ,en+p 法 于 
M" ,由 于 

Н = He, 4p, (3.7.4) 
由 式 (3.7.4) 及 式 (3.5.7) 得 
Ха? = = „Н; г) = 0,а зп + р, (3.7.5) 
由 题 设 ,M” 是 全 脐 子 流 形 ,所 以 
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а 1 а а 
hs = „(жь )8„ 2 Aj, (3.7.6) 
由 式 (3.7.5) 和 式 (3.7.6) 得 
АЛ? = Нд; = 0,атп+р, (3.7.7) 
故 
юшуь = Dhi to; = Hoiswis = 0,а Zn + р, (3.7.8) 


其 中 ;==1,…,n, 外 微分 前 一 式 并 由 式 (3.7.8) 得 
dwin+p = dH A ©; + Hdw; = >Н; А wi + H Jo; A ©; 


В! N 
一 Уш» A Wint+p 十 > а A Wantp + Nin+p 
i a 


= HŽ wyj Л oj, 
得 
>Н»; Л wi = 0,i = lyon. (3.7.9) 
因为 x 之 2, 所 以 Н, = е,(Н) =0,18 HERRE, X M” 连通 ， 
所 以 N"'?*(c) 中 的 全 脐 子 流 形 的 中 曲率 为 常数 , 即 


H=C(W X). (3.7.10) 
对 式 (3.7.8) 的 第 二 式 外 微分 并 由 式 (3.7.8) 式 得 


0= dwija = S ан A Wija + Sog A W pa + QN 
j В 
= Wintp Л Ontpa = Ho, Л Wn+ pa э 
i 二 1,…,n, 由 此 得 : f 
wni 20, Ма (3.7.11) 
24 (3.7.4) .24(3.7.10).=(3.7.1) REX 1.7.118 
D+ H= D+ (He,,,) = dH @ е, + HDL е, 
= Ho, pa б ea = 0, 
所 以 М" 是 N"**(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 . 
由 式 (3.7.6) 及 式 (3.2.21) 得 
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Кі = Kaj + У (hahi — hihi) 
= 0 + А°д# У? (85, 一 диды) = 0. 
故 М" 的 法 从 平坦 , 即 R+=0. 
定理 3.7.2 设 M" 是 N"*?*(c) 中 的 伪 脐 子 流 形 . 则 М" 是 
全 脐 子 流 形 的 充 要 条 件 是 
с=пН?( у= п(п - 1)(с+ Н?)). (3.7.12) 
W: “>” Н = He,41, 因 М" 是 全 脐 子 流 形 ,所 以 
һу =Hôj; һу=0,азбп + р, (1) 
故 
с = > rH = trH?,, = nH?, 由 式 (3.7.2) 得 y= n(n 一 1)(c 
+ H°). 
“=” H= He, , E М" 是 伪 脐 子 流 形 , 所 以 


htt = Нд,, (2) 
由 式 (2) 得 
trH2, „= пН?, (3) 
X c= nH? ,所 以 
т 会 >) > (hs ) = c —trH2,, = 0. (4) 


К 
由 式 (2) 和 式 (4) 知 ,M" E Nz ENTA. 

定理 3.7.3 常 曲率 空间 Nz 2?*(c) 中 的 全 脐 子 流 形 М" 一 定 
是 常 曲 率 为 K=c+ H? 的 流 形 . 

证 明 :因为 М" 是 全 脐 子 流 形 ,所 以 

hs = 8, 

由 式 (3.7.10) 知 ,中 曲率 H 是 常数 ,所 以 М" 的 曲率 张 量 场 在 标 
准 正 交 基 el,…,e, 下 的 分 量 


R;s = Kiju + > (hihi — hahe ) 
= c(C0x81 — бубу ) + 5 (4°)? (845, — 838) 
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= (c + Н?) (853 一 бид). 
其 中 用 到 了 H= D(H) = (00) = Dy 
= n? > (x*)?, 所 以 М" 的 截面 曲率 K(e;,ej) = Кы = c + H? Jë 
常数 . 
例 1 E E R*!? 的 仿 射 超 平面 ,vo 是 E”*! 的 单位 法 向 
E ,соѕ0 ARARE RER, S М" = Sn*1(1) ПЕ", > E M" 
的 位 置 向 量 . 证 明 М" 是 S"*'(1) 的 全 脐 子 流 形 , 并 求 M” 的 截面 
曲率 . 
证 明 : 依 题 有 
g(x,z)=l,g(z,vo)=cosð, (1.1) 
FRA х ÈM” 和 S”"*!(1) 的 法 向 量 , 取 R" ?的 标准 正 交 基 向 量 场 
ee ear eni алоо w+2. 因为 v0,x ,es+1 都 是 
M" 的 法 向 量 场 ,所 以 可 设 


ёһ+ї = ах + Вод, (1.2) 
从 而 
0О=(е„,ү,х)= (ех + Boy, х) = a+ @соз@, (1.3) 
1 = 2(е,+1,е,+1) = g(az + pvo ax + pvo) 
= а? + 82 + 2aBcos0 , (1.4) 
由 式 (1.3) 和 式 (1.4) 解 得 
a = сої@, = – csc0. (1.5) 


所 以 式 (1.2) 为 
en+1= (cot) x — (сзс@) vo (1.6) 
对 式 (1.6) 外 微分 并 由 运动 方程 得 
den+1 = (cot0)dx = (соб) X we; 


= ЭСИ: = УРУ we 
i i,j 
比较 得 
hjt = — cot0 д, (1.7) 
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由 式 (1.7) 知 ,M" 是 S”"*!1(1) 的 全 脐 子 流 形 , 中 曲率 


H= – соі 0, (1.8) 
由 定理 3.7.3 知 , М" 的 截面 曲率 
К =1+ H2=1+ co 0 = csc20 (1.9) 


如 果 со0 = 0, ДІЮ (1.7) 9, М" 是 S**! 中 的 全 测 地 子 流 形 , 此 
时 E*+! 为 R**? 中 过 原点 的 n + 1 维 线性 超 平面 . 

Ж КОФЕ g= dx?+… нала. 

#12 设 vo Æ Lorentz 空间 R = R 中 的 非 零 向 量 ， 
КМБ Еу 

区 = йхї+ +@йх»+у—@х%+›, (2.1) 
H 3.5 节 的 例 5 知 , К" 10-1) = |= (1,6,0) ЄК" | 
g(z=,z)= - 118 R"*!'! 中 常 曲率 为 -1 的 全 脐 子 流 形 , 现 设 
М"=|хЄКЕ"?Ї!| (х,х)= -1 B g(r,v)=a}, (2.2) 
证 明 M" 是 К" (=-1) 的 全 脐 子 流 形 ,并 求 М" 的 截面 曲率 . 

ШЕВ: н 20,2) = -1 得 g(dr,zx)=0, 所 以 zz 是 R*'!( 一 1) 
及 М" 的 法 向 量 场 ,再 由 g(x, vo) = a 得 知 ,vo 亦 是 R"*1( 一 1) 和 
М" 的 法 向 量 . 

取 R"*!1'! 的 标准 正 交 基 向 量 场 ej,…, entis En = х, 
eis sen ШРМ", e, F R” 一 1) 而 法 于 М", AMEER 
(2.1) 为 

Вав = Elenen) = eAdAB, (2.3) 
Дф є =…=e,=en+1= 一 en+2=1) 因 为 woz,en+l 都 是 M" 的 
法 向 量 场 , 并 且 法 空间 为 二 维 , 所 以 有 
en+1 = ах + pvo. (2.4) 
外 微分 式 (2.4) 并 由 运动 方程 得 

den+1 = айх = a Dwg; = Donsie; = Dh oje, 

比较 两 边 得 | 
hit! = -аб;Н=-а. (2.5) 
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由 式 (2.5) 知 ,M" 是 R”"*1( 一 1) 的 全 脐 子 流 形 , 由 定理 3.7.3 知 ， 
M" 的 截面 曲率 为 
К=-1+Н?=ев?-1, (2.6) 
另外 ,由 于 х= е, +2, 所 以 式 (2.4) 为 
en+1™= aen+2 + Вод. (2.7) 
外 微分 式 (2.7) 并 由 运动 方程 得 
de, = adensz = Daontaiei = D wnt 
18 watii = awn+2i, 从 而 得 
hy = аһ" 2, (2.8) 
由 式 (2.5) 和 式 (2.8) 得 
һу = — 8. (2.9) 
所 以 М" BER DRENTE , M" EA Rt РИИ 
曲率 为 


H= + С) + (22092) = + /C т) С n) 


= /l+ a. (2.10) 
下 面 我 们 讨论 式 (2.6) 中 裁 曲率 К = Ü2- 1 EH a 与 式 (2.2) 
中 的 常数 a 的 关系 :由 式 (2.4) 及 М" 的 定义 得 : 


а= (о) в (реа о) 
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| = - gE) =g (2.11) 
Elvo vo) = (60е ва) Cent- az) ) 
=ж@-«Э=ж-(#) h-a, (2.12) 


САЖ 0 (оосо) = ж-а, = = atgm, 

所 以 

һу з= +6;H= +1;H= +e,rl. (2.13) 
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由 定理 3.7.3 知 , M" 的 截面 曲率 


К=-1+а?=-1+1=0. (2.14) 
(1) WẸ 1= 8(vo, v) = # e M = 1.08 
а? = а? 8? = Ai 
his днн t 5. (2.15) 
所 以 M” 的 截面 曲率 是 下 面 的 负 常 数 
К=-1+а%= -7 (2.16) 
(ü) яса» w) = # - а, 6 = 1, 
а = а = –у zp 
aesae (2.17) 
所 以 М" 的 截面 曲率 是 下 面 的 正常 数 : 
К= -1+а= -1+-; а. (2.18) 


ЖІ 3" n=1Ħ}, M! Æ z1+ z2- z3= -1( 双 叶 双 曲面 ) 与 
ох + тух 一 v3x3= a (F) 55, gvo, vo) = vi t v3- 05. 

定理 3.7.4 常 曲 率 流 形 N" 2?(c) 中 的 全 脐 子 流 形 М" 或 者 
是 全 测 地 的 ,或 者 被 含 在 N**?*(c) 中 的 一 个 n+1 维 全 测 地 子 空 
间 的 一 个 超 球面 上 . 

证 明 留 作 练习 . 


2. Ne+i(c) 中 的 全 脐 超 曲 面 MP 
经 典 微分 几何 中 有 如 下 两 定理 
定理 3.7.5 (H. Liebmann, 1906) 设 M? 是 Rš 中 的 紧 致 曲 


面 ,车 М? 的 Gauss 曲率 儿 >0( 凸 曲面 ) 且 中 曲率 互生 C (常数 )， 
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Д М? = S? 是 球面 (全 脐 超 曲面 ). 

定理 3.7.6 设 M Æ R? 中 的 紧 致 曲面 ,如 果 M" 的 Gauss 
曲率 天 二 C( 常 数 ), 则 М? = 5°. 

Nomizi and Smyth 证 明了 如 下 定理 

定理 3.7.7 (1) 设 MR" RK, E K, 20 B. H= C( 常 
数 ), 则 M” = S" 是 球面 (全 脐 超 曲面 ). 

(2) Ж M" 一 S"*1(1) 紧 致 ,车 K;; 220 B. H = C( 常 数 ), 则 
М" = 5 X Su, ti +1,= п. 


对 于 高 维 超 曲 面 M” , 设 (h;) 的 特征 值 为 À;, 即 h; = Aó; ) = 


1 
S, 一 СУА АА, (3.7.13) 
-1у1 1..1 
P, = сх 2 АА (3.7.14) 
特别 地 : 
5, = +Y, = H,S, = Aià Àn Ри Kç. (3.7.15) 


定理 3.7.8 М'Н, AEA k, Р, = 
数 , 则 M" = 5". 
(定理 3.7.8 参见 (J 、Maith . and Math) ‚1957 Œ) 
1967 Æ „Hsing C. C 证 明了 
定理 3.7.9 设 M> Rr 1I 是 凸 曲 面 , 若 S, = 常数 , 则 Mr" = 
S". l 
C, = п((^;)%) = >, (3.7.16) 
T, = > 去 ， (3.7.17) 
1984 年 Sun Ziqi 证 明了 如 下 定理 
定理 3.7.10 М" = N"tl(c) E 3 u hM, 
(1) Ж Ce= 常 数 , 则 M= 5". 
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(2) Ж T, = Ж, Mz = 5". 
一 般 情 形 为 

车 СС = Ж, a20, 8220, М" = 5". 

E ТТЕ = 常数 ,a+ B>0, 则 М" = S". 

1986 年 Li An Min 在 《Math. Z》 中 证 明了 

定理 3.7.11 设 M">N"'i(c) 是 紧 致 正 曲 率 超 曲 面 ， 

(1) # S = 常数 ,k=1,2,3,n, 则 Mz = 5". 

(2) Ж P= 常数 ,k=1,2,3,n, 则 M*= 5". 

将 余 维 数 推广 ,S. T. Yau 证 明了 

定理 3.7.12 М" №"? (с) БЕЯ РИМНЕН 
ЕЁ. DT H=0. 

(1) # М" 的 截面 曲率 R;; >0, 则 М" 是 伪 脐 子 流 形 . 

(2) # R; ;Z0,W] М" = 5% x S% XxX-…xS%. 其 中 q, + 
q, = n , S% J 2: W W i Ж=ЙОЁ. 

定理 3.7.13 设 M ЖМ (с) ТЕ, HZ0 Н Е„> 
(nn 一 1)c( 或 R;>(n 一 1)c), 则 M" 关于 中 曲率 的 第 二 基本 形式 
是 半 正 定 的 (或 正定 的 ). 

证 明 : 设 H = He,,1, 则 2 ht = nH, Dhs =0,азп+ p, 


$ ҺР = М8» ,由 Gauss 方程 得 
Roy = c+ DI һеһ» — (hs) 2], 
所 以 | 
К; = 218 = = (z – 1)с + М? Эу - У) (hp y 
zi ji 
+. 2; h$, 2185 - > xO 


e> n+ p jÉ аз&п+р ji 
= (я-1)е+4(#Н - A) + D [- r- D as). 
a#n+p ji 
依 题 设 得 
Ra- (n - 1)с = пНА, – А? — > У\ (h )2>0. 


azn+p j 
` (3.7.18) 
. 194 · 


由 式 (3.7.18) 得 
пНА, 22 А? + У) У (А5)? 220, (3.7.19) 


азёп+р j 

因 Н50, Ж НРО, CEWE М" 的 定向 便 可 ). 由 上 式 得 
4; 宇 0,i= 二 1,…,n. В hz1P 之 0, 所 以 (hs"?*) 是 半 正 定 的 . 

# Р, -(n 一 1)c>0, 由 式 (3.7.18) 得 

nHA; >0,i=1,."…,n, (3.7.20) 

X H>0,B D А,>0,і=1,:, n. 故 (h3*?*) 是 正定 的 矩阵 . 

推论 3.7.1 设 M" 是 N”**!1(c) 的 超 曲 面 , 若 HA0 Н R> 
(n 一 1)c, 那 么 М" 是 凸 曲面 . 

推论 3.7.2 ЖМ" 是 R”"*! 的 紧 致 超 曲面 , 若 Н= ЖРК, 
0, 则 M” = S"( 全 脐 超 曲 面 ). 

证 明 : 因 c=0, 由 推论 3.7.1 得 М" 是 凸 曲面 . 
Хх Н= 常数 ,由 定理 3.7.7 得 Mr = 5". 

定理 3.7.14 设 M" 是 N"*!(c) 的 紧 致 超 曲面 ,MM" 的 数量 
曲率 >= ЖЖ, 

(1) # c20 H R;;> (п 1) с, М" 是 全 脐 超 曲面 . 

(2) # c<0 H К, >0, M” 是 全 脐 超 曲 面 . 

28. 因为 数量 曲率 为 常数 ,所 以 平均 数量 曲率 y = 


TG >т} DOR: 也 为 常数 , 令 пуда, 222, = nH, Ri = 


= 
c +AA;, 
Ri = (n — 1)с + А; > 2; = (п – 1)с- А2 + пН); 
ji 

(1.1) 

所 以 

n(n-1)(y-c)=- 2 + п?НЁ. (1.2) 
H n(n 一 1)(yY 一 c)= 常 数 ,由 上 式 得 
zala )= J AH? = n2[ |gradH|? + HAH], 

(1.3) 
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另 一 方面 ,由 式 (3.3.24) 得 

тм 224)= TAD 0 2) = У) RY + Ap 
= = D (п) + 2 кк" Унш + 之 КЕЛТ Rua) 
= S тА) + "Уюн, + У алды, + AARaa ) 


= + n DaHa +0 = А,) Ку. (1.4) 
ARU. DARA. 4) 得 

n 22, Ун, 一 n > ÀH; 

= 2 R 2 — n? |gradH |? + pA -= A;) Ку. 


上 式 的 左面 = n [( À, + “十 从 на “+ Han) — АН 
一 А,Н,,, + + МН + + (Ар + 


+ А,-1)Н,„ |= n > l Da )H; 
i ji 


即 
n 2; ( 2.2, )H,, = D (hy! 2 — n? | атаан |? 
+ i5 (4; — 2,)2 Rss (1.5) 
因为 М" 紧 致 ,所 以 存在 z € M" ,使 H ХЕ т, 点 取得 极 大 值 ,从 而 
H,=<0,# xo 点 (1.6) 
| gradH |? = 2; [e (H)] = 0, 在 zo 点 . (1.7) 
以 下 我 们 证 明 
H¥0, 任 x€ М", (1.8) 


对 于 条 件 (1) ,车 五 =0, 由 式 (1.1) 得 -2=R - (n -1) < 
0,5 ЕК >(п-—-1)с FE. 
对 于 条 件 (2) ,车 日 =0, 因 R; >0, 所 以 В, = > IR >0, А 
ji 
而 由 式 (1.1) 得 R = (n -1)e - 220,18 А2< (л - 1) <0 5 
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H 301.8), Ж Н>0, FARMAH.: 

м 2>20,i=1,- n, (1.9) 

对 于 条 件 (1), 因 R.>(n-1)e, X H>0, HEM 3.7.13 得 
à;>0,i=1, 

FRRO), W с<0, Rs; >20, К, = c+ AN;>0, 得 Ад, > 
-с>0,4; 5А; 符号 相同 ,由 于 日 >0, 所 以 4.>0,i=1,…,n. 

由 式 (1.6)， 0. 7), 式 (1.9), 式 (1.5) 为 


2:087 250, aya, =н, 


У 2-0 B w = 0, (1.10) 
ij k 
> (4 = А; Y Riy = 0, 在 To А. (1.11) 


式 (1.10) 表 示 hi lb ШАК. FRO), N c>0, 又 4;>0， 
所 以 R; = C+ A 以 ;>0; 对 于 条 件 (2) ,有 К >0, 由 式 (1.11) 得 

АА = = Àn ÉE to M. (1.12) 
所 以 ze 是 М" 的 一 个 脐 点 ,再 由 式 (1.2) 得 n (n - 1) (у-с) = 
-nH2+ п?Н? = n(n 一 1)H?, 即 在 极 大 点 хо, 8 H°= y- с 是 常 
数 , 得 

Н°<у-с,( z€ М"). (1.13) 
由 式 (1.2) 得 
24 = nH? -nla - DY- с) < H -nla - рН? = nH, 
BD 

DA < пн. (1.14) 

H Schwarz 不 等 式 得 


2 
(за е н, аза 
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由 式 (1.14) 及 式 (1.15) 得 
„Н? = 122, (1.16) 


2 
ө „Гон | (нА) 
Ө (Atta, Sna te 十 hn) 


© (А.-А) + (А - A + + (АА) + (А Аз) + 
+ (А-А, )2 ++ + (А„-1—А„)?=0, 


Вр У (0-0) = 0. (1.17) 
因此 得 在 任 zE M", # À. = = А,, Ж М" 是 全 脐 超 曲 面 , 即 
"= бт. 
3.8 常 曲率 黎 曼 流 形 中 具有 平行 中 曲率 
向 量 的 子 流 形 


L. N"+r(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 子 流 形 . 


设 М" 是 N"'*?(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 , 即 
Di+ 互 =0, 由 式 (3.5.15) 得 


>ы =б,а=п+1,з,п + р, (3.8.1) 
k 
在 Ne"2(c) 中 选取 标准 正 交 标 架 场 e1，,"…,en+p; 使 ent+p™ 
十 百 , 且 €l ”en WFM” esi e pik F M", w1, 0, + 
是 其 对 偶 ,由 于 


Н = Не„+ь› (3.8.2) 
由 式 (3.8.2) 和 式 (3.5.7) 得 
trH,., = УА? = nH, (3.8.3) 
k 
tH, = Xha = 0,a Z n + p, (3.8.4) 
£ 


由 式 (3.8.2) 得 
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DL H = ан - ep + HD+ es, = dH : e,, + H 3 шур, @a 


所 以 车 选择 e, ; ,为 单位 平均 曲率 向 量 , 则 М" ЖА" P (c) АЯ 
平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 :D+FH=0 | 
ө Н= ЖН в@„+ы„Һ=0,Ма. (3.8.5) 
对 w+ pa = 0 外 微分 ,由 第 二 结构 方程 式 (3.8.5) 及 式 (3.2.23) 得 


0= dwn+ = > шуы Л Wia + Уо, pp Л ор 
і В 
= Хе, А wis 三 一 > hy hios Л о 


=- У) Уу [АР ~ А) A o 


)J<k i 
=- 2, Кш “j Л ok. 
< Е 
所 以 有 
Rise] =0 (R H,, pH,= H,H,, ,). (3.8.6) 


由 式 (3.8.6) 得 
> ЭМЕ = = > Ул £a 


B#n+pi,jok 
=- D [ew(H9D)- а(н), 
(3.8.7) 


由 式 (3.3.25) .起 (3.8.1). 式 (3.8.4) 及 式 (3.8.7) 我 们 有 
> Ууд = ner -2 У) [(ННЗ) tr( HH) ] 


азёп+р bj а, Вӯп+р 


+ рэ > [rr (НН )trHse 一 [tr(H,H,)]2|, 


(3.8.8) 
XF а, Вл +, H. = (tr( HBH)) 是 户 -1 阶 对 称 方 阵 ， 
故 可 选取 法 标 架 场 e, ,1 ,… ,e,; ,1, 使 
tr( HaHa) = їн? ` бш. (3.8.9) 
类 似 于 定理 3.3.1 的 证 明 , 我 们 有 : 
定理 3.8.1 设 (M",g) 是 (N"'?*,5) 的 Riemann 子 流 形 
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(222), т= > trHs, 则 下 面 的 各 不 等 式 成 立 ， 


0 тек D [нї] < e. 
az#n+p 


(2)0< >, [=(H2H2)- c(H,H,)2] 
a, Bnt+p 


< У! (ЄН) (тн = 12 — > [e H2 ]?. 
a,B8Z n+ р 
a8 


аз п+ р 


(3) (нен) – w(B,H,2]< PI. 


W 2, [e(H2H2)- анну] Z 2; =н), 
а, Вуёп+р a, Вжёп+ р 


定理 3.8.2 (S. Т. Үз) M" 是 N 2(1) 中 具有 单位 平行 
平均 曲率 向 量 的 紧 致 子 流 形 ( 记 之 2) # M" 的 第 二 基本 形式 模 长 
的 平方 a 满足 


<— (3.8.10) 
3+72 一 
Р—1 


则 M” FN 2(1) 的 全 测 地 子 流 形 N" *1(1)rh. 
ШЕН: H = e,., ,, MJ H= 1 У» = 工 , 且 对 一 切 8Z + 


,有 trHs= Уһ = 0 ,由 式 (3.8.8) 得 


5 > hg Ahs 
= nz — 2 2 [ч(ШН)- и(Н,Н,)?]- S) [e(H.HB,) р 
а, п+р e,B> n+p 


+ У) [r (H H,,,)trH,,, — [tr(H,H,.,)]2], (3.8.11) 
ЖЕШ азе t pb,% hs = А2ду,Ш Schwarz 不 等 式 及 
2 (4%)*< [51 aF. (3.8.12) 
我 们 有 | | 
[tr(H2H,,,)trH,., _ [r (H,H,.,) |° | 
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= |X Ун" Dr (Уна) 
- |5 hs һу?” р - (Ум)! | 

< [2 (4) 人 [E a) n HDO) SE 
+ 2 (hi PEY . 

< > (y п2 Уу (в) + ED Y 

<a, s) DO (ө Do (А?) (3.8.13) 


因为 ro, Н. ，， 魏 c, 由 式 (3.8.11), 式 (3.8.9), 式 (3.8.13) 及 
定理 3.8.1 的 (2) 和 (1) 得 


> ne -|r _ 2 (Н? )? 1- > (tr H2 )2 


- (1+ п?)г. aH., 


Lr- (1+ п? ) ro 


2 nz -— 20° + Ç 


Ут) (+ п?) za 
= e[n = {3+ n? т) о]. 
在 条 件 式 (3.8.10) 下 ,得 
二 Ar = У) (а)? + >; УА 


азё&п+р ijik азёп+р 机 

> > Dap efa- =) ]>0 (3.8.14) 
” =, j.k P А 
由 Hopf 519 2.5.1 得 t= 常数 ,所 以 Ar =0, 由 式 (3.8.13) 得 
hx 二 0(hs 为 常数 )a 了 n+ 上 p (3.8.15) 


[5 (398-227) |0 (3.8.16) 
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当 б< T 时 ,得 r=0, 当 = 一 一 了 一 J 一 时 ,不 等 式 


1 З+п2 1 


(3.8.12) ER, Bp 
D (a) = | 22 (ha) PI = (м) (н) 
得 至 少 n 一 1 个 А = 0, 又 因为 Dh =0, 所 以 0, 即 ле = 0, $ 
在 条 件 式 (3.8.10) 下 ,有 
r= У) D (4P =0. (3.8.17) 


езёл+ р i,j 


WE J. Erbacher 的 一 个 定理 ( 见 (J. Diff. Gem. У)(1971) ,333— 
340) 知 ,AM 位 于 和 N"!+?*(1) 的 一 个 全 测 地 子 流 形 N”"*!'(1) 中 . 

许 洪 伟 ( 见 《数学 年 刊 》,12A,3(1991),261 一 269) 改 进 了 定理 
3.8.2 的 Pinching 常数 ,得 到 : 

定理 3.8.3 设 M" 是 球面 S"'?*(1) 中 具有 平行 平均 曲率 向 
量 的 紧 致 子 流 形 (p 衬 2), 若 


2n n 
sil 7 (3.8.18) 
p~l 
М" 包含 在 一 个 n+1 维 的 大 球面 SHF. 
莫 小 欢 ( 见 《 数 学 年 刊 》9A(5) ,1988,$30 一 540) 对 定理 3.8.2 
也 作 了 改进 ,得 到 
定理 3.8.4 设 M" 是 S"*2(1) 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 
紧 致 子 流 形 (P 忆 之 2) , 若 
«тах п(1+2Н?) п(1+ Н?) 
Үп+1 Мп-1+11” 
则 М" 位 于 S**#*(1) 的 一 个 n+1 维 全 测 地 子 流 形 5" (1). 
徐 森 林 教 授 ( 见 《微分 几何 》, 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,1997 年 ) 
对 定理 3.8.2 作 了 更 进一步 的 改进 如 下 ,为 此 先 证 明 下 面 的 引 理 
引 理 3.8.1 设 aj, a 3b sb, 是 2n 个 实数 ,满足 


Ук =0, 则 有 : 


(3.8.19) 
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[Zaa (i -PP он +) (2241 (27091). 
证 明 :根据 Schwarz 不 等 式 及 216; = 0 我 们 有 
[ Zaa; (b; - 6) = [ Za; Xa: (b; -Pt 
a [Sa < Dai De = DGD [Ze - 52] 
< УУ Ха: 52 (B, -4y = (Da y 2, (A, - b) 
- (De y. Z [e bt – 4b3b, + 6252 — 453 + b$] 
= (Xa) De ) ] 
<2(n +3) (343) (У) 
定理 3.8.5 设 M" 是 S"'?(1) 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 
紧 致 子 流 形 ,P 之 2,n 之 2, 如 果 


1 n 
mis; _ l ' +з l (3.8.20) 
p-l1 2 


则 M" 位 于 “(1) 的 全 测 地 了 了 流 形 S”"*1(1) 中 . 
证 明 : 对 固定 的 az n + p, hš = X96;, 则 有 
(HH... ap - [tr (H,H,., ,) |° 

= 2JhhtPhatP (hš)? 一 (Ул) 


= > [hit Ph+? (А, y: — hZ рете ] 


= 1 о 20и р h$, — hs )2. 
由 式 (3.8.4) 得 464 =0, 由 引 理 3.8.1 得 


tr(H2H, ry )trH, ss _ [u(H,H,.,,) Р 
>- UEIS (art) D (уу: 
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>- #3 (һу?) >, (hs). (3.8.21) 
由 起 (3.8.11), 式 (3.8.9), 式 (3.8.20) 及 定理 3.8.1 的 (1) 和 (2) 得 
5 ҺАМ) 2 nr -2| 2 一 2 (їн?) 2]- p (trH? )? 


а#п+р ij 


+ > И (HH еН, - Ta | 
азёп+р 
> nr 212 “сї” зз”) 
1 +3 п+ 
= т п (2-5) = (Ме) |. 
令 常 数 
= 1 +3 
C,, = max 2-р, 113), 
在 条 件 式 (3.8.19) 下 ,有 
>, DARS > т[п - Со J>0 
азёп+р i,j 


同 定理 3.8.2 的 证 明 , 易 得 r=0, 所 以 结论 成 立 . 
由 式 (3.8.1) 和 式 (3.8.6), 式 (3.3.25) 为 
DRY tahy? = Dy hg (Һ Rmi + hin Rmi). 


ijek, m 


(3.8.22) 
定理 3.8.6 W M" 是 N*+*?(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 
致 正 曲 率 子 流 形 . 则 М" 是 伪 脐 子 流 形 , 即 


h3*? = H8;. ‚ (3.8.23) 
证 明 : 设 Н = He, ;,, 则 有 
Уу?” = nH, Ў = б,азёп + p, (1) 


AH H,,, = (hg ) п 阶 对 称 方 阵 , 所 以 可 设 А? = Абу, 
(3.8.22) 得 


AD a] 50100" Ja 
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= (аре = Dar) + Dhyan? 
= -5 (пру + > ha P (AnS Rna + hia”. Кш) 
вт 


-5 (ло?) + Sa; (AR ur + АК) 
i,k 


= DO + у> Ou = Aa) Raa 20. (2) 
H Hopf 3138 2. 5.148 
2 (Аў) = 常数 ， A(2 (agt) 2)= 0 (3) 


由 式 (2) 和 式 (3) 得 
hig’? =0, hit Ж (4) 
21 (Ai — A Raa = 0 (5) 
因为 М" 是 正 曲率 , 即 Ra >0, 由 式 (5) 和 式 (1) 得 
ДЕА == А, =H (6) 


BD лз? = H6;, 所 以 М" 关于 中 曲率 向 量 五 ESR, i M 是 
N 2(c) 的 擅 脐 子 流 形 ， 
2. N"*?(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 . 
在 N" 2*(c) 上 选取 标准 正 交 标 架 场 e1 ,… ,e, p Ë 
Н = Не, (3.8.24) 
则 得 
trH,., = УА? = nHitrH, = >р = 0,a Z n + p 
(3.8.25) 
设 M" P: N" 2(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 , 则 
> Tha, = 0;Н = 常数 ;及 二 oz = 0， (3.8.26) 
再 设 M" 是 N"*#(c) 的 伪 脐 子 流 形 , 由 式 (3.8.24) 得 
ҺР Ну. (3.8.27) 
由 式 (3.8.27) 可 得 下 面 几 式 成 立 : 
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trH2 = nH’; т= o- nH°, (3.8.28) 
> {т (Н iH, )rH,,, 一 [tr (H,H,,,) FI = птН?. 
e= n+p 


(3.8.29) 
由 式 (3.8.8), 式 (3.8.25), 式 (3.8.29)( 或 式 (3.3.28)) 得 ,对 任意 
实数 a ,有 
У) DhsAhs = —an(c + H2)r +a У) [vw(H,H,) р 


ontp i,j a, п+ р 


+ (1+а) > > hg (ht R, + h; Raj) 


азёп+ р і,ј,Ё, т 


= (1-а) > [т(Н?Н%)- tr( H,H,)° ]. 


а, Ве п+ р 


(3.8.30) 
定理 3.8.7 设 M" ÆN 2*(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 
KONTRÉ ( p22),# M" 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 v 满足 


отр 10+ (4р -6)Н?] (+) 
则 M 是 N"+*(c) 的 全 脐 子 流 形 . 
证 明 : 在 式 (3.8.30) 中 , 取 a= 一 1, 由 式 (3.8.9), 式 (3.8.28) 
及 定理 3.8.1 的 (1) 和 (3) 得 ; 
> 23А = пт(п + Н?) - 5 [tr H2 ]2 


azZn+p i,j eZn+p 


-2 >) [tr(HH})- tr( HH) ] 


a,8n+ p 


2(p - 2) 
> пг(с + Н?)- т? — = т? 
= rr nH?) 
= 222, 
在 定理 3.8. ОЧТУ 


tar = 2 270%) С АМ, 
>> > (п) + 11 


азё пъ р i,j,k 
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– Dc + (4p - 6)H°]— o 


n 
3p 2510 1)с 


+ (4р-6)Н?]- ol 


=> 0, (1) 
H Hopf 引 理 2.5.1 得 r= 常 数 ,所 以 Ar=0, 由 式 (1) 得 
e =O= Ж), азл + p (2) 
_ 21_ „l= 
rp- 3p—sl(p- l)e+(4p-6)H2]- al = 0 (3) 


BROGA, M о izl lp- 1)e+(4p-6)H IR, с= 0; 


Ҹо. 5102 0с + (4р 6) Н2 Ја, EE 3.8.1 的 式 (1) 和 
式 (3) 成 等 式 ,得 
> [trH} F = [ > нї] 


аз&п+р azn+p 


= >) [=н + У) (еН) (ЕН). (4) 
asÉn+ b a В 
及 式 (3.3.29) 为 等 式 , 即 对 азёп + p Ж 
(as = at)? = 20 (A1)? + (= 20) (30%. (5) 
由 式 (4) 得 p -2 个 Н = 0, КЎ 
trH?+2= 0 = Н, p-1=0. (6) 
由 式 (5) 得 


A = A (АТТ) к (Ар) = Da (т) 
¿k=1l, n. 由 式 (7) 得 YL 一 0 一 1，…),7， 再 由 式 (6) 得 т=0, 
又 М" 是 伪 脐 子 流 形 , 所 以 式 (3.8.27) 成 立 , 故 М" Æ N ORe 
脐 子 流 形 . 

Ж 由 式 (3.7.2), 条 件 (* ) 等 价 于 


YZ; —s[(3p- 5)n -(4p-6)](c+ Н?). (3.8.31) 
类 似 可 得 下 面 定 理 成 立 . 
定理 3.8.8 设 M" 是 N"'*(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 
致 伪 脐 子 流 形 (p 之 2) ,车 下 列 条 件 之 一 满足 : 
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(1) s<, -3 31027 1)с+ (3р -4)Н?], 


(2) ,te DI]. 


ЖМ" E: N" 2(c) 的 全 脐 子 流 形 .. 
引 理 3.8.2 设 M” E. N" 2 的 子 流 形 , Км ЯМ" 上 每 点 截 
面 曲率 R;; 的 下 确 界 , 则 
> У) А5 (А.Е, + hš R, )2> птЁм. (3.8.32) 


a*ntp i,j,k,m 
证 明 : 对 固定 的 a 关 n + р, hš =A X. Кы Z Ем, H А 
(3.8.25) 得 
У) hs (hes Riss + Вы) 


¿j Бут 


= 2 (АА КЫ + АА Еш) 
т?) (А? 7 ài)? Ririk 
> У (a$)? – Ru Dat УА 
= nRuytrH?, 
两 边 对 a 求 和 便 得 式 (3.8.31). 


定理 3.8.9 É Mr ÆN 2(C) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 
ВЕРИ p2), # М" a e 


R 22 (+H ), (3.8.33) 


Hap 3 

则 M 是 N"*+z(c) 的 全 脐 子 流 形 . 
证 明 : 对 于 a:0 志 a < 之 1, 由 式 (3.8.30), 式 (3.8.32) 及 定理 

3.8.1 的 式 (1) 和 式 (3) 得 

Z Dhaki >- ап(с + Н?)с + a S 1 


озёп+р i,j 1 


1-а) 51° 


т? + (1 + а) пм 


= — ап(с + Н?)т + (1 + a)nzRu 
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+ Lirelp-D-( 2] 


取 a= 妈 ,并 在 条 件 式 (3.8.33) 下 ,有 
ЭТТ 


а н+р i,j 


= тШ - 220+ н?) |20. 


因 R; 22 Км, MER 3.8.7 的 证 明 易 得 т=0, X M" 伪 脐 ,所 以 
М" JE N" 2(c) 的 全 脐 子 流 形 . 


i£ 当 Rw 之 Rw= 志 二 3(e+ 到 ) 时 ,可 得 


(д) + (A= DY) =- ag. 
і,А= 1," ,пза=п+1,,пър- 1, 1Н2 = 0, т = 0. 
同 理 可 证 下 面 定理 成 立 . 
定理 3.8.10 W M 是 N”"'*(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 
伪 脐 子 流 形 , 若 


2 2 
Razz тус t B°), (3.8.34) 


ИМ" 是 N 2(c) 的 全 脐 子 流 形 . 
引 理 3.8.3 设 M 是 N (с) НЮ ТР. Q 为 M" 
上 每 点 Ricci 曲率 Ri 的 下 确 界 , 则 
(1) т<л(л-1)(с+ Н?) – nQ. 
(2) z [tr (H2H*)—- tr ( H,H,)° ] 
< 2[(n - 1)(c + Н?) - Qk. 
证 明 :(1) # H = Не, , p BJ 
trH,,, = УА? = nH (1) 


trH, = Уһ = 0,а Z n + p (2) 


因为 М" 是 伪 脐 子 流 形 ,所 以 
һу? = Нб„, (3) 


由 式 (2) 得 э = —һ%(азёп + р), Н Ж (3) Ж Gauss 方程 得 
R; = 2:83 = (n - 1)с + > >l [hin — (h5) ] 
=(n- De + пу? вр? - У (һу?) 


= 
+ 2 [мнр 57000) 
= (n -1)e+ (а - DH: -04 > [- (6)? ~ Уи) 
= (xn- De+H)- > уму, (4) 
由 式 (4) 得 иа 
Эз ШОШ < -1e + B°) - Q, (5) 


对 式 (5) 两 边关 于 i 求 和 得 тг<л(п- 1) (с+ Н?) ~ пд. 
(2) 对 国定 的 aZ n + p, hš = Aij ,因为 


(4#—А])*=<2[ (a) + (А7)? ], (6) 
从 而 
нн 20000-4) (a$)? 
< 22 (at) ,Dy (м ) = 22012300) 2 |] (213 )?， 


两 边关 于 SINA 并 由 (5) 式 得 
2 [tr( HH) - tr (H,H,)° ] 

<22[ 22 206101 

<2X (a - 1)(c + H2) — QF) 

= 21а - 1)(с + Н?) ~ Q]trH?, 

两 边关 于 a (an + p) 求 和 便 得 所 求 结果 . 


定理 3.8.11 设 M" 是 N"*?*(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 
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紧 致 伪 脐 子 流 形 M" 的 Ricci 曲率 R; WS E 


2 — 
Rs> IÍ (¿+ H), (3.8.35) 


W| M" 是 N"*+?(c) 的 全 脐 子 流 形 . 
证 有 明 : 在 式 (3.8.29) 中 , 取 a = 一 1, 由 定理 3.8.1 的 (1) 和 引 
理 3.8.3 得 


> 之 局 АҺ% 


eZn+p i,j 


= nlc + Н?)т — > (хна) -2 2 (н?н?) 


- tr ( H,H,)° ] 
= п(с + H2)z — z[n(n - 1) (с + H’) — nQ] 

-4[(n-1Xc + Н?) - Qk 
= гп +4)Q - (n2 +2n - 4). (1) 
在 条 件 式 (3.8.34) 下 


tar = У) Daey + 之 АМ; 


aZntp 于 大 ntp ij 
> > ву о +4) 9 - (п? + 2n - 4) 12 0 
a#n+p ij k 
(2) 
由 Hopf 引 理 2.5.1 得 r*= 常 数 , 所 以 Ar=0, 由 式 (2) 得 
hš = 0 (ле = ЖЖ), (3) 
т{(п+4) 9 – (п +2п - 4) ]=0. (4) 
wR > Q > 122748, H (4) 9 += 0; 4 R, 2 Q = 


到 十 22 二 4 时 , 式 (1) 中 所 用 不 等 式 均 为 等 式 ,从 而 

E! $, Е: 式 ， 得 

Уу) [=н] = [ >; үн? ]° = 》 (ин@)?+ У) (ЕН) (=н) 
azn+p a#n+p а,в 


азё п+ р 225, 
(5) 
及 


(ag А8 )2 = 21 (a8) + (А7) 1, | (6) 
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又 Ул? =0, азн + р, ТЫ 


> 42)? + 222292 = = 0. (7) 
由 式 (5) 式 (6)、 式 (7) 得 r=0,X м" 伪 脐 ,再 由 式 (3.8.26) 得 
知 ,M" 是 N" “fc) 的 全 脐 子 流 形 . 
同 理 可 证 下 面 定理 成 立 . 
定理 3.8.12 ЙМ" 是 N"**(c) 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 
紧 致 伪 脐 子 流 形 , 若 下 列 条 件 之 一 满足 : 


_ 1) pl 
D Ra>[( 0) Ф et B, 
п? – 


(2) Ri >= (c+ HP). 
nti 
MJ M" 是 N"*?(c) 的 全 脐 子 流 形 . 


3.9 欧 氏 空间 К" P rR BJ J TRE 
1. R"*? 中 极 小 子 流 形 的 充 要 条 件 


设 (M",g) 是 欧 氏 空间 (R"**,) 中 的 Rieman 子 流 形 ， 
61,…,6,+p 是 R"** 中 的 固定 的 标准 正 交 标 架 , z = (zx1,…， 
zn+p):M" ——R"* Р M" 的 位 置 向 量 , 则 x = Saa ,从 而 


XA=E(X,64),A=1,.…,n+p, (3.9.1) 
此 处 > 相当 于 映射 , ra 相当 于 分 量 函 数 . | 
当 M" F R" 2? 中 的 极 小 子 流 形 时 ,由 式 (3.7.2) 得 
у= 一 5， (3.9.2) 
定理 3.9.1 Ü z:M" 一 Ri+2 为 等 距 浸 人 (z E M" 的 位 置 
向 量 ) , 互 ЖМ" 的 平均 曲率 向 量 场 ,A 为 M" 上 的 Laplacian 算 子 ， 
则 
Az = nH. (3.9.3) 
其 中 Az 会 (Azi,…,Ax, 1p). 
证 法 1: 在 R"*?* 中 取 轩 定向 量 a, 作 函数 
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f=g(x,a) (3.9.4) 
为 了 计算 A ,外 微分 式 (3.9.4) 得 
df = &(4х,а) = g( Dorna) 
= Уж (еа), 2 Ў]. 
其 中 
fi Elena), i=l, u,n (3.9.5) 
称 为 上 的 共 变 导数 ,而 f, 的 共 变 导数 ;为 
Уо = df, + р" = g(de;,a )+ Хв (6а wy 
一 = eloa + DOE (оъ, a) + (6 ‚а Jwi 
= - У, в (е.а) = 5 Уе (eara Jay. 
因此 
= Dih (eara). (3.9.6) 
AAAS BAARI 
Af = Difa = У Уа (eaa) = g(nH,a) (3.9.7) 
由 于 /=#(х,а),А/ = (Ах,а),Е1Ь0з%(3.9.7)5 {1-Б 
Аё(х,а)=к(пН,а)#Ах=пН. (3.9.8) 
证 法 2: 设 e1,…,e, 为 М" 的 局 部 标准 正 交 标 架 场 , УЙДУ 
别 为 M" 和 R" * ° EB Riemann 联络 , 因 + 是 等 距 映 射 ,所 以 可 记 
dz (e, ) = e; , Bp 
ек = (eri "eri P) = dzr(e;)= е,е (ех) = Ve;. 
则 由 式 (2.5.14) 得 
Ах = 2 Lele) ~ ( Wei )x ] = У (Pe Ye 


= У (v. a) = 2606.) = nH. 
定理 3.9.2 (Takahashi, 1966) # х=: M" — R" ESER 
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人 , 则 z (sü z(Mr), M”) R" 2 的 极 小 子 流 形 
© Az=0, 即 

Azxa=0,A=1,…,nt+p (3.9.9) 
И M” 上 的 坐标 函数 za Е М" 上 的 调和 函数 . 

证 明 : 由 式 (3.9.8) 得 

М hS H=0 өдх=0. 
Ж a= д,,ї (3.9.7) Ag (r,a) =g (nH, да) ЕЩ (3.9.1) 
得 

H=0 全 za=0,A=1,…,7 + p. 

定理 3.9.3 R"** 中 不 存在 紧 致 无 边 的 极 小 子 流 形 . 即 : 
在 紧 致 Riemann MÉ M" 上 ,不 存在 极 小 等 距 淄 入 z: M" 一 
К"*Р. 

证 法 工 :假设 r: М" КР ИЛ А, а 为 R**?* 中 的 固定 
向 量 , 则 = (х,а)5 М" 上 的 函数 ,由 定理 3.9.2 知 ,Ar=0, 从 
而 AAAF= 0 ,两边 在 M" 上 积分 得 


0 = | fafa = | Хула =- | „Хв. 


A л=0 ,i 三 1,…,n, 即 f ERARA, A M 为 一 点 ,矛盾 . 
WE 2: B r= (risa p): М" R" t E SE ЕҢ JN 28 
人 ,由 定理 3.9.2 知 
AzA=0,A=1,.…,n+p, 
即 ха ЖМ" 上 的 调和 函数 ， 从 而 хл 为 常数 ,所 以 > 为 常 值 映射 ， 
这 与 x УВ АЛШ A. 
例 1 证 明正 螺 面 
М?= \х=(ху,х›,ху) | х= ucosv, zz= usinv, x3 = av | 
R? 中 的 极 小 曲面 . 
证 明 :M? 上 的 度量 为 诱导 度量 , 即 
g =dzr?+ ах? + д2 = (cosvdu — usinvdv )? 
+ (sinvdu + ucosvdv)*+ (ado )? 
=du? + (a?+ wu?)dv’. 
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所 以 
gu =l, gn = gn = 0,582 =а?+и?. (1) 

从 而 det( g; ) = а + ww, 所 以 

1 


8 =l, = -0,8 T (2) 
由 式 (2.5.6) 得 
1 3 [ — 5 9 | 
масла" забен) 
1 2 2 3. 1 9 
"ушт руно) 


ш 6050 __, 2и _ UCcosv 

Ма? + и? 2 Ма + а? atu 

F] Дх, = Azs=0, 由 定理 3.9.2 知 , M? 是 R? 中 的 极 小 曲面 . 
2. 欧 氏 空间 К" :中 的 极 小 超 曲面 


设 R"'! 中 的 子 流 形 M" 为 

М" = {х= (21,76,51) ER z= f(z ,zx )), 
RP f Ære, 的 二 阶 光滑 函数 , M" 也 称 为 R**!1 的 一 张 图 
( 超 曲 面 ). 由 于 


df = > 24а, 2 Хат, 
其 中 i=, 所 以 Mr" 的 第 一 基本 形式 为 
I = ds?= Xaa? + dz2 = Zaz? + (X faz) 
= 224: + 52847 + 2277,4, 
= 21 (š; + fif )dx;dz;. | 


5 = 0 


由 此 得 在 坐标 标 架 场 | 35 ，… | 下 ,度量 的 分 量 为 
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g; = Ó; t Sifi (3.9.10) 
ада (Л, f, A ЖА ЮЕ AA = 203 , 式 (3.9.10) 
写成 矩阵 形式 为 (gi ) = 1, + A'A 8 (25) ЖЕЕ (д?) = 1, + 
AA A , WI] 
I, = (25) (2%) = (I, +A'A)(I, + АА'А) 
= 1, + (А +1)A'A+ AA ААА 
=1„+[А(1+ АА”)+1]А'А. 
得 4(1+AA’)+1=0, 记 W2=1+ Xf = 1+ АА” ,我 们 得 1= 
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КЫ ЕТЕН (3.9.11) 
因为 M" 的 切 向 量 场 为 
Jet = (1,=,0,1,0,=,0, f;). 
i=1, ‚п, 
| ¿a= (fifa) (3.9.12) 
是 M" 上 的 单位 法 向 量 场 ,又 因为 


V2 =, = (0,…;0, 方 )， 
а? s“... 4 
其 中 лос 03.6.9), V 2 -Ж e, БВУ 
L ee [ Ӯ 2 ае) -4f (3.9.13) 


Ly 是 м" 在 坐标 基 -| 下 的 第 二 基本 量 ,由 式 (3.6.23) , 式 
(3.9.11) 和 式 (3.9.13) 得 M" 的 中 曲率 


Le 


1 2 | f. 
= зк). (3.9.14) 
#1 因为 dz= (dz, dz, У) fdz) Н 
k 


де, +] = 一 w: М W XA Уа (л. ш 1) 


з (274, 27 dz, ,0), 


所 以 М" 在 坐标 基 |4, | 下 的 第 二 基本 形式 为 
H =-  g(dzr,de,,,) 


= тл Эмда, Уа, - 2 da, | 
-ddr, 
_ Уз (3.9.15) 
所 以 第 二 基本 量 Li = - Ly. 
注 2 计算 M" ЮФ Н „ШК Ж 
最 后 求 н=1 ел, 


н (3.9. 14) 我 们 得 
定理 3.9.4 Ü M" Æ R ”中 的 超 曲面 ,其 方程 为 x,,, = 
F(zi zh) ,那么 M" 是 极 小 超 曲 面 


Ө > = (£ ‚| =0,г=1, (3.9.16) 
其 中 W2=1+ Ууз 等 价 于 


п (уу У 3292 Ff 0, (3.9.17) 


9х} Ix; д2; дх;дх, 
特别 , 当 n =2 Bf , M2 = (х,у, )ЄЕ?|е= Р(х,у) ЕЭ 中 的 
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极 小 曲面 的 充 要 条 件 是 : 
(1+ 5) 27Р + (1+ fr)fy=0, (3.9.18) 

这 就 是 古典 微分 几何 中 的 极 小 曲面 的 方程 . 

Ж RP 中 曲面 М? 的 显 式 方程 z = f(x ,y) 等 价 于 参数 方程 

r(u,u)=(u,u,f(u,o)), 

从 而 х„=(1,0,/„),х„= (0,1,/),Е = gu =g(z,,z,)=1+ 
Л, F = gu = fafo G = gx = 1 + f, RAE z, X x, = 
(= Л, fel) {у {Еч 


ез = ЕТТ Jas fal), 
第 二 基本 量 
L=es rz == NM- f 
/1+%+ f м1+ 2+ fs 
М = Л 
由 微分 几何 中 求 曲 面 的 中 曲率 的 公式 
g = SL -2FM + EN 
2(EG- F?) 
知 , M” hS H=0 € GL-2FM+EN=0 
Ө (1+) -2F.f.fa + (1+ f). = 0. (3.9.19) 


这 正 是 式 (3.9.18). 

例 2 证 明 : 正 螺 面 M2: + = ucosv , y = usinv, z = v Ж JS 
ШШ. 

证 法 1: 因 为 М? 的 显 式 方程 为 


== f(z,y)=arctan 2,(2,у)9(0,0). 


所 以 
f=, f=, 
r x ?+ y2? y 24y 22ү 2，Jzz (х?+ у?)?, 


Р 0 29 
> (ау (уї+ yy 
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从 而 
+R Yaa -2f.f,f. t (1 + %)Л„ 
(r? ty) tart, 2ху + 2 xy . (y? — x) 
(22+ y2)2 (х? + y2)2 (22+ у?)? (22+ у”)? 
Qty ty -2ry -0 
(х2 + у?) (х2 + у? )2 . 
由 式 (3.9.18) 知 , 正 螺 面 是 R? 中 的 极 小 曲面 . 
证 法 2: 因 为 正 螺 面 的 参数 方程 为 


x(lu,v) = (ucosv, usinv, 0), 


所 以 有 
= = х, = (cosv,sinv,0), 
u 
9 А 
э = Xo = (— иѕіпо, ucosv,1). 
© 
得 第 一 基本 量 
а а 
gui = ЧЕРЛЕ 1,g12 = 0,252 = 1+ и?. 
又 м? 的 法 向 量 为 
„9 _ vs 
э Хэ = (sino, — созо, u). 
单位 法 向 量 是 
ез = (о, — соѕо, и). 
М1 + и? 
又 因为 
_ 2 ) 
Vz s = z, = (0,0,0), 
= д = 
Vz Jy = Ха = (- ѕіпо,соѕо,0) = Vz 5, 
7a Z = x, = (- - usinv,0 
£ Jy = Tw = ucosv, — usinv ,0). 
所 以 第 二 基本 量 
ia а реа 
Lu = z(a (aoar he] z [ Vz 区 ,oj= 0, 


до дт 

x 

1 

11 _ 12 _ 21 _ 22 _ 
g = 1,57 =g = 0,6 = үү? 
所 以 中 曲率 
н= 5 Ув = [g Lut2g?Ln+g?Ln]=0, 
Е М? 是 R? 中 的 极 小 曲面 . 
同 理 可 证 : 


ЖЕЕ М?:.2(и, о) = (chvcosu ,chvsinu,v), 即 
= = arcch V z2 + у, z2 + у? l 
是 R? 中 的 极 小 曲面 . 
Ж 著名 的 Bernstein 问题 是 : 欧 氏 空间 R+ 中 的 极 小 图 
M”: 
х = Р(х), (L132) E К" 
是 否 一 定 为 超 平面 , 即 РЕ АНЕ Rg? Вр 
Ратод) = аүлү + аул; +t + ахь. 
其 答案 为 : 当 п<7ЮЫ5ЖНЕШ (л = 2,H Bernstein 获得 ;n = 3, 
由 De Giorgi(1965) 获得 ;n = 4, 由 Almgren(1966) 获得 ;n = 5, 由 
Simons(1968) 118; п > 8 时 是 否定 的 由 Bombieri, De Giorgi 和 
Giusti(1969) 获得 ), 因此 ,Bernstein 问题 本 身 现 在 已 经 结束 . 但 
n =8 的 反例 只 说 是 存在 ,并 没有 把 f 用 非 一 次 式 具 体 地 写 出 来 . 
于 是 目前 剩 下 的 问题 是 : 
Уп = 8 时 非 线性 的 f 的 具体 地 究竟 是 何 种 形状 ?而 此 极 小 
曲面 M 有 何 几 何 性 质 ? 
有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 的 文章 . 
另外 , 式 (3.9.17) 是 一 个 二 阶 拟 线 性 椭圆 形 偏 微分 方程 ,对 于 
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它 的 解 的 确定 ,是 一 个 非常 复杂 的 分 析 问 题 . 为 了 得 到 R”"'! 中 极 
小 超 曲 面 的 例子 ,从 等 变 微分 几何 的 观点 ,项 武义 教授 开始 了 将 上 
ЖР. D. E 归结 为 O. 万 .五 的 研究 ,得 到 了 许多 漂亮 的 结果 , 同 
时 他 的 方法 适用 于 常平 均 曲率 超 曲 面 的 情况 ,目前 ,这 方面 的 研究 
仍 很 活跃 . 


3.10 BRZE 5" 2(c) 中 的 极 小 子 流 形 


设 
5" (с) = {r= (ri ,rar pn) а(х) = ce) 
(3.10.1) 
是 R**?+1 中 以 原点 为 中 心 ,以 c(c>>0) 为 半径 的 + p 维 球面 ， 


它 是 R 中常 截面 曲率 为 与 的 Riemann FRE, Re+et1 的 
Riemann 度量 为 ,方程 
ё(ж,х)= с? S ritet arbga Ee. (3.10.2) 
设 z:M" 5" *2(с) CR" E SntP(c)rh#) Riemann @ 
人 子 流 形 , 在 S"**?*(c) 上 选取 标准 正 交 标 架 场 еру" Enaps TË 
er" e, WF М", wj,…, w+sp 是 1e4| 的 对 偶 标 架 场 ,由 于 
8(T,X)=c ,外 微分 后 可 知 ,x 是 M” 在 S”"**(c) 上 的 法 标 架 场 ， 
也 是 S"*?(c) 在 R 2 中 的 法 标 架 场 , 所 以 取 e... = z 作为 
S”2(c) 在 R 2 中 的 单位 法 向 量 场 ,从 而 有 


Е(х,ед) =0,2(ед,ев) = дав. (3.10.3) 
S"+2(c) 的 运动 方程 为 
ntp 
dr = У) waea (3.10.4) 
А=1 
atp 1 
de, = У) олвев _ 2 VAT (3.10.5) 
В=1 


其 中 式 (3.10.5) 成 立 是 因为 : 若 设 
дед = Downeen + fa, 
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则 从 式 (3.10.3) 和 式 (3.10.2) 得 
0 =g(dr,eëeA) + g(r,dea) 


=#( 2 oren, ел) + g(z, 2 ease + faz) 
=a + C fa, 
故 fa = -十 w4 ,所 以 式 (3.10.5) 戌 立 。 
而 子 流 形 M" 的 运动 方程 为 


dz = > wiei, (3.10.6) 
i=] 


de, = Уо t SÉ oe- hoa (3.10.7) 
i = 1,2,- n. 
定理 3.10.1 i N = 5"*? (с) 0 R**?*1 的 媒人 入 子 流 形 ， 
х: М"»5" + ?(с) СВ" *? +10) S"+?(c) 的 等 距 淄 入 ,了 V 和 VV’ 分别 
表示 S$S*+2(c) 和 К"*? +! EKI Riemann 联络 , 瑟 和 巨 * 分 别 为 М" 
关于 5"*?(с) R”"*?*!1 的 平均 曲率 向 量 场 , 则 
Н = (H* )f = (л) (3.10.8) 
Е+ОН') 表示 百 * 在 N 的 切 部 上 的 投影 . 
证 明 : 设 e1,…,e, JE M" 上 的 局 部 标准 正 交 切 标 架 场 , 记 


M 
| ^ (1.1) 
Ve e, =A, + A;+ As 
k — 
NT 
因为 ”. 
( Ve er)N = V.A, +A, ( Уер) A + Дз (1.2) 
所 以 


(( Уле )х)м = (A + ^)м А = (Д, + А) = (( Уле) м). 


又 由 式 (3.9.3) 得 Az = пн", ТИ 
* 222 · 


Н = 


= | 一 


D (Ӯ. е) = т>) С ўгдй 
T 
= ÈD ею (я (А). 


定理 3. 10.2 (Takahashi) iZ x: M” 9" *(с) Ср" +? 
FERA, M z(z(M") 或 M") 是 极 小 子 流 形 


© Ar= БЕТИ 
c 


Ата -ra A51 ntptl. (3.10.9) 
证 法 1: 设 a 是 R"+?*+! 中 的 一 个 固定 向 量 , 作 M" 上 的 函数 
f=g(x,a) (2.1) 


对 式 (2.1) 外 微分 ,并 由 式 (3.10.6) 得 
df = g(dr,a) = BE( Djwier,a) = Doz (ei,0) 0 会 Df 
得 
fi=8(ei,a),i=1,,n (2.2) 
是 a е, 上 的 投影 ,也 是 f 的 共 变 导数 ,了 的 共 变 导数 为 1; ,再 由 
式 (3.10.7) 及 方 的 定义 我 们 得 
> fue, = df; + Хе fæ ji T = g(de;,a) + У) (а) 
-oo al + DB(wiessa) 
一 йб ›а) + NAC 
=>, 2h (es a) -D8(z,a)o,, 
所 以 
= Drg lena) - 50а) (2.3) 
故 Ag(z,a) = Af = Ул = У) Уа бела) -号 5(za) 
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= g(nH - Tra), X. Ag(x,a) = g (x,a), И 
c 
Az=nH - 5х. (2.4) 
С 


їй 01,77, д, рн Е "РА АЕ ЛЕЖЕ, x = 
(zznrorl) 是 М" 的 位 置 向 量 , 则 工 =xzi61+ урт" 
Sorib 得 


тА=Ё&(х,бд),А=1,,п+р+1 (2.5) 
由 式 (2.4) 得 ,M" Ж5"*°(с) ИЕЛ Т ЙЮЁЙөН=0е 
Az= - 5л (2.6) 


又 因为 Ag(r,a)=g(n H- 52,а), Я 互 =0 扣 对 任 < = óA, 
Ж ABl, òa) = = gleða) В 


Ara = -5ra A=l ont p+1 (2.7) 
c 


特别 c=1 f, Ara = - nz4, 这 是 判断 S" * ? ( 1) НЛ f WJ BJ 
充 要 条 件 . 

证 法 2: 设 xz 是 M" 的 位 置 向 量 , 令 

. dx = Y rw; (2.8) 
与 式 (3.10.6) 比 较 得 | 

х; = е; (2.9) 
(3.10.7), 2, 的 共 变 导数 r; hl F 

> уту; = Dr; = dz; + УЭТ? = de; + Dew; 


= Coiaeu T 700 
Douea – 2 
1 
= >) э уе, 一 > душу , 
а 1 1 


所 以 
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ху = > he, _ 二 dr. (2.10) 
故 Az= Уза X Уе, ya = nH- а, M" ЖАН =0 
SAT = - 2. 
证 法 3: 24 (3.10.8), M" Æ Sr * (с) ЛЕ 
ө Н=0 е (Лх) = 0 (2.11) 
В Ах ЕМ = 5" 2(c) 上 的 切 部 为 零 , 所 以 Az Æ S" (с) Б 
向 量 场 ,而 x 也 是 它 的 法 向 量 场 ,所 以 Az /x, 即 _ 
Ах = Ах (2.12) 
其 中 EC”(M3;R), 现 确定 4: 
因为 z(M) 是 S"+?(c) 的 一 部 分 ,所 以 |x1*=g(zx,x)=02， 
又 因为 
х= (ху, Tntp+1) Arecx 合 (Axi,'" ,ATr,+ p+1), 
втайх 2 (вгаіхі, '"",втаіх,+р+1), 
ez A (ек, ,е;х, рь) gradz, = Хе: (ха)е. 
因为 x 是 等 距 浸 入 ,所 以 
#(ez,ez)=g(z,(e,),z,(e;))= в(е,е;) =1, (2.13) 
而 хл ЖМ" 上 的 坐标 函数 ,所 以 
LAr? = хагд + |gradz4!?, (2.14) 
A=1,; n + p+1. 从 而 我 们 得 
= А09) = Tagle, z) = Aeh) 
= Dzrahra + > |gradza |? 
=8(x,Ar) + Dg( Dei(zra)e, Ууеу( хд)е,) 
А { J 
=#(х,Ат) + У) У) [е (xa) 
і А 
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=Аё(х,х) + урбек ,е) 


= Ас? + n, 
故 和 = -z | BDA Az= z. 
ж [Dz|? 和 人 |gradz|? = 5 |gradza |?. 
进一步 ,我 们 有 如 下 结果 : 。 
定理 3.10.3 FIERA =: М" В" Лу = -Xrx( 其 
中 是 正常 数 ) 的 充 要 条 件 是 : 温 入 асман 


浸入 . 
证 明 : <” 由 定理 3.10.2 得 证 ， 
“>Q H* 是 M" 在 Rap+l 中 的 平均 曲率 向 量 ,由 题 设 和 式 
(3.9.3) 得 Az= — Аё = nH * ,所 以 
х= ---Н' (3.1) 


因此 ,对 M" 上 任何 光滑 切 向 量 场 和 ,有 
XE(z:z)=28(XCz),z)=25(zx(X)，z) 
=2z[x,-ZRH')=0, (3.2) 

由 式 (3.2) 得 到 

ё(хт,х)=с°,Цх(М)С 5" *?%(с), (3.3) 
Lh r 为 浸 人 知 , 上 面 的 常数 c>0. 由 于 z AFERA, Wt М" 
上 的 正 交 标 架 场 el ,…,e,, 有 

ECx aCe), х. (е;)) = в(е;,е;) =1 (3.4) 
从 而 


0 = А09) = FAC х1?) = #(х,Ах) +1 Dz l? 
= р(х, – Ах) + Хв(х. (е6), х. (ei)) 


=- Ac + п, (3.5) 
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所 以 c= ®,й кїм" osh SE) i р(х) = Panz Ё 
SHPON 的 一 个 法 向 量 场 , 又 Az= ~ jz, 所 以 Az 也 是 它 的 
一 个 法 向 量 场 , 故 Az 在 N 上 的 切 部 为 零 , 妈 

(Ах) =0 (3.6) 
由 式 (3.10.8) 和 式 (3.6) 知 


H= (lar) -0 (3.7) 


所 以 м" Es [| [л 的 极 小 子 流 形 . 

在 定理 3.10.2 中 , 当 c=1 В, FERA х: М" —S"tP(1), 
ERDERA S Лад = 一 nra;A=1,…,nt+p+1. 

Ж ”从 分 析 的 角度 来 看 ,要 想 寻 找 S"*P(1) 中 的 n 维 极 小 子 
流 形 ,只 要 去 求 那些 特征 值 为 ~- ”的 特征 函数 ,下 面 的 几 个 例子 将 
说 明 这 一 事实 ,但 实际 上 ,要 寻找 这 样 的 特征 函数 ,牵涉 到 流 形 的 
拓扑 性 质 , 故 绝 非 易 事 . 

例 1 设 S2(/3)= [Cri z2sx3) ЄР? | r? + 22+ ух$=3} ; 
定义 映射 zx: S*(Y3) 一 S+(1) 如 下 


1 ] 1 
=, 二 -一 371， =— +X, 
yi ҮЗ 253, Уз ҮЗ 3 之 19 .33 V3 122 


1 1 
з= (01—28) а 6 (tt 02—243), (1.1) 


则 520/3) 6 S4(1) 的 极 小 子 流 形 , 称 为 Veroness 曲面 . 
证 明 :因为 
УЙ + уй + y3 уу? 
1 1 1 1 
= з riri + 32321 + 32113 + 12021 — х2)? 
1 (1.2) 
+ zg Ti+ х? 225)? 


=j(zi+ j+) =1, 
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所 以 z(S2(/3))CSt(1), LARI 
d5? = Ddy) = У) (42) = ds (1.3) 


所 以 x 是 S2(V3) 到 S4(1) 的 等 距 浸 人 ,由 于 (zl, zz, zs) 与 
(~x = 22, -RRE S4(1) 中 是 同一 点 ,因此 这 个 映射 确定 
了 实 射影 空间 ЮР? 到 S4(1) 的 一 个 戏 和 人 ,将 S2(V3) 的 方程 写 为 参 
数 方程 : 

zı = V3sinucosv, z, = V3sinusinv, хз = /Зсози, (1.4) 
其 中 0< x<r,0 委 <<2r, 于 是 


3 
ds? = X (dz;) = 3du? + 3sin2u do2, (1.5) 
i=l 
所 以 第 一 基本 量 
gu = 3,810 = ви = 0,822 = 3sin°a (1.6) 
由 此 得 
= оф, lH L 2_ 2 2 1 
det(g;) = 9sinfu, g” = 3g Е =0,g" = 3sin?u 
(1.7) 
由 式 (1.1) 和 式 (1.4) 得 
у = sin2usino (1.8) 


由 式 (2.5.6) 得 


1 9 . 1 2 
Ayı = 3sinu S f3sinu °з Z [Š з зї) | 


l 3 si —1 2 [Bau | 
+ 3sinu Z (зеи 3sin и 2 [Š sia2usino | 
_ V3sinv 


3sinu 


sin2u ] V3cosusinv 


3sinu 


[cosucos2u — 2sinu ` 


= ~ y3sin2usinv = – 25у}, (1.9) 


Aya = -2y A =2,3,4,5, (1.10) 
由 定理 3.10.2 知 ,S2(V3) 是 S'(1) 中 的 极 小 子 流 形 ， 


注 “S2(V3) 中 的 V3 为 球面 的 半径 ,其 截 曲 率 K=4. 


例 2 W R"? = RDR, AE r+ts=n, PRAM. 
їй Tr = Sr(a)x S(b), EP S (а) 5°(Ь)5У ЖЕП) а 和 6。 
的 R E R PRR. 试 确定 常数 a,b, 19 
(1)Т" >S OCR 是 等 距 浸 入， 

(2) Т" 是 S"*1(1) 中 的 极 小 超 曲 面 . 
解 : 设 x = ri+ т, 是 R"*? 中 的 位 置 向 量 ,其 中 z ERY, 
DERU, RE x1,xz 看 成 R 中 的 向 量 , 则 
zy = (z, z 1 0,22. OER" *?, 
“ичк 
r2=(0,:-,0,z 2 2 Zp) E R" P. 
ИАА 
# z€ Т", х= ах + br, В ` 
B1(X1,71)=1,82(x2,72)=1, (2.1) 
其 中 2, 和 8 分别 是 КН Rs'! 中 的 度量 ,由 式 (2.1) 得 
8.(45,,21) =0,5,(4х,,х,) = 0. (2.2) 


现在 在 尺 …“ 中 定义 内 积 如 下 


Elz, + х,у уз) 28,01,91) + Bz( z, 2) (2.3) 
要 (1) 满 足 , 由 式 (2.3) 及 式 (2.1) 得 
a2+b2=1 (2.4) 
#E х= аху + bz, 处 ,考察 向 量 
en+1= Бхр + ax», (2.5) 
由 于 
Ё#(Чл\, ~- bz, + ахз) = bg (ах, 2х) + ag: (0, х) =0, 
g(dx,, ~ bxy + ах) = б, (е„+у›е„+у) = b2 + а? = 1. 
可 知 е, E Т" 在 S"*'(1) 中 的 单位 法 向 量 ,于 是 T 的 第 一 、 第 
二 基本 形式 分 别 是 
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I = g(dr=,dz) = a?2g8,(dz,,dz,) + b2g,(dz,,dz,) 


(2.6) 
和 
I =- g(dzx,de,+1) = – g(adzi + бал), – bdzi + айхз) 
= 2. [agi(dri,de1)]- Z [62g,(dz;,dz2)], (2.7) 
从 而 T 的 n 个 主 曲 率 是 
b 
AESA, S Ar = = A, = -5> (2.8) 
要 使 T" 在 S"*1(1) 中 是 极 小 的 ,必须 有 41+… ta = 0, В 
r,s nr (2.9) 


从 式 (2.4) 及 式 (2.9) 解 出 a,b 得 


a= J|. = 2, (2.10) 
п n 


H+1= 


T" 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 o 为 


MA] 


=n-r+r=n, (2.12) 


因此 T" = 5'(/ > }х s- (J= | 是 S"*1(1) 中 的 极 小 超 曲 


面 (r=1;2,…,n -1).7” 称 为 Clifford 极 小 超 曲面 . 特别 n =2 
вт? Si 人 (本 jxsi NES S3(1) 中 的 Clifford 环 面 , 可 
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证 其 截面 曲率 K =0. 

Ж 由 式 (2.12) 知 ,三 不 是 全 测 地 子 流 形 ,又 因为 r= 
п(п-1) - с, (2.12)о= пеғ=п(п -2). 

Ж Clifford 极 小 超 曲面 T 具有 以 下 性 质 : 

(1) T 的 两 个 主 曲 率 均 为 常数 . 

(2) T" 的 数量 曲率 + = n(n 一 2) 是 常数 ， 

(3) 可 证 , T" 的 截面 曲率 到 之 0. 

十 分 有 意义 的 问题 是 : 

1) S"*! (1) 中 具有 两 个 不 同 的 常 主 曲率 超 曲面 是 否 必 是 
Т"=5'(а)х S" (0) 的 形式 ? 这 一 问题 ,由 Cartan 在 1938 年 研 
究 S"*'(1) 中 等 参 超 曲 面 时 ,给 出 了 肯定 的 回答 . 

2) S"*'(1) 中 具有 常 的 数量 曲率 r 的 超 曲面 М" 的 分 类 怎 
ВЕ? 这 一 问题 目前 还 未 解决 , 仅 在 M" 是 旋转 超 曲 面 时 ,得 到 了 一 
些 结果 (可 参看 M. L. Leite 的 文章 《Rotational hypersurface of 
space form with constant scalar curvature》， Manuscripta Math. 67, 
(1990):285—304). 

3) 对 于 S"*'(1) 中 具有 非 负 截面 曲率 K 的 超 曲面 的 分 类 问 
题 更 加 困难 且 没 有 得 到 解决 . 

Из j S"(1) 是 S"*?(1) 中 的 n 维 大 球 , 即 S"(1) = 
К" +105" *2 (1), д S"(1) 是 S"+?(1) 中 的 全 测 地 子 流 形 , 从 而 是 
极 小 子 流 形 。 

证 明 : 由 S”"**(1) 的 运动 方程 式 (3.10.5) 得 

de, = золе; + D wep- wr, (3.1) 
所 以 | 
wa; = g(de,,e;). (3.2) 
Ш 5" (1) = В" +1 5" *2(1), Е S"(1) 上 取 法 标 架 场 e,,1,…， 
ЖУК eni ,es+p 是 R"*?+!1 中 的 固定 向 量 ,于 是 
de, =0. : (3.3) 
由 式 (3.2) 和 式 (3.3) 得 
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a=- Dhsw;=0 (3.4) 
所 以 hu=0,Vi,j,a W 5" (1) 是 S 2(1) 的 全 测 地 子 流 形 . 
类 似 于 例 2, 可 以 构造 S*1+?(1) 中 的 极 小 子 流 形 M" ШТ: 


定理 3.10.4 设 M"= 5" | [т хох 5" | Е: 
п п 
БЕТТ) фе ЛУР, Wl 


ть 


(1) == +. m = у 
(2)o=n(k-1)=np,p=k-1. 
证 明 : 设 浸 入 为 

r= Aa + |, (1) 
则 

dr = “аш t tas, (2) 
设 

BCziyZi)=11=1， 大， (3) 
则 

Bi(dxi, Ti)=0,i=1,.…,k. (4) 
再 设 


+i 
En+1 = | 一 — = + tA ty, 1 Инын (5) 
Үлп п 


л-ү_ mi Tto T тк. 
n 


则 
ge tma б 


其 中 是 R"** 中 的 内 积 , 所 以 e, Ë M" 上 的 法 向 量 , M" 的 第 
一 \ 第 二 基本 形式 分 别 为 


I = g(dr,dr) = =la, (dzi,dz1) + 十 ~ig (darsda) (7) 
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和 
II == g(dz,de,,1) 


一 一 lg1(dri,dz1) =. а |(дл-›&лу-) 
+ (= +e + Teci gy (darsda) 
n n 
m mp 
=- [=z (azi ,dz:) |- 7 | х 10а баьа) | 
m, + * + mg- m 
+ = ЕСЕЈ (8) 
所 以 特征 值 为 
四 К omit + ть-р _ n — m 
А2 = A-1771, AS m m, ` (9) 
因为 M” ЖЛЕ nH =t +), = 0, В 
-(k-1)+ = 0, (10) 
ль 
得 
m l п 
n k TR: (11) 
由 式 (9) 和 式 (11) 得 
в = тА + + та Аа + тд 
[y 
=mi Me- + т m, 
_ 2 
=(n - m) + tm) арса), (12) 
т, 


其 中 余 维 数 p= 一 1, 所 以 o = пр. 


Ж 定理 3.10.4 表明 sax sè (SE) xx | E) 


是 S"**-1(1) 中 的 极 小 子 流 形 , 并 且 aeS A, 151, 
à= k-1,o=n(k-1i),k=2,3,: 40 
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(1) S"(1)x SÍ (J)e sr+101) 的 极 小 子 流 形 , А, = 1, 


A= l, = п. 


(2) 5"(1) х si (Vi) x 5% (/1.)ж S"+2(1) 的 极 小 子 流 
В.А, = A= 1,) =2, c = 2n. 
EH 3.10.5 设 N"'?(c) 是 常 曲率 为 c 的 n+p Ж Riemann 
流 形 ,车 M” 是 N"*?(c) 的 极 小 子 流 形 , 则 
Ri 人 (nl)e,i=1,2,.,n, (3.10.10) 
等 式 成 立 :R;; =(n 一 1)c © M 是 N”"'?(c) 的 全 测 地 子 流 形 . 
证 明 : 由 式 (3.7.1) 和 式 (3.5.11) 得 


К, = D Riy 
ji 
=(n – 1)с + Salas Shy 一 Оу 
=(-1)с + Уи Xr т д) = Ху 22 agy 
ji 
= (п -1)c- H- Dns) 
a a ji 
=(n- De- 2) (85) < (n ~ 1)e. 
Ri = (n -De >; 21 (052 = 0 © һ = 0, 即 Mr" 是 全 测 地 


子 流 形 . 
定理 3.10.6 设 M"(ci) 是 N*+z(c,) 中 的 极 小 子 流 形 , 则 
cca, (3.10.11) 
等 式 成 立 :cl = cz © M"(cl) 是 全 测 地 子 流 形 . 
UERR :对 任 i, 因 为 
c= R; = со + [hah ~ (А0)? 1, 
所 以 
(m = De = 208 = (n = Da = 2222008) < (z = Des. 
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Wc S< fB = c Ө iLAN Aa = 0 S A5=0, 
所 以 М" 是 全 测 地 子 流 形 . 


3.11 球面 上 极 小 子 流 形 的 内 在 刚性 


设 S"*?(a) 是 以 原点 为 中 心 以 a 为 半径 的 球面 , 我 们 知 
5"*?(а) 的 截面 曲率 К = 方 是 正常 数 , 当 a = = 工时 ， S“*É(1) 的 


截面 曲率 就 是 半径 1, 设 M" 是 S"*?(1) 中 的 极 小 子 流 形 , 由 式 
(3.7.2) 得 
r=n(n-1)-o, (3.11.1) 

由 于 数量 曲率 > ЖМ" 的 内 在 量 ,由 式 (3.11.1) 可 知 ,对 
S”"*?(1) 中 的 极 小 子 流 形 M 的 第 二 基本 形式 工 来 说 ,其 模 长 的 
平方 o ШЕНЕ. 

以 下 讨论 内 在 刚性 (内 蕴 刚 性 ) ,所 谓 内 在 刚性 ,就 是 对 子 流 形 
M" 的 内 在 量 :数量 曲率 r, Rici 曲率 R; 和 截面 曲率 R;; 加 以 某 
种 限制 ,从 而 得 到 子 流 形 的 某 些 性 质 . 

Ш 内 蕴 刚 性 也 丁子 流 形 的 Pinching( 夹 击 ) 问 题 . 


1. 关于 J.Simons 公式 


B JÁ J. Simons + 1968 年 给 出 下 面 的 积分 公式 以 来 ,有 关 夹 
击 问题 ,几何 学 家 研究 得 很 多 ,为 此 先 介 绍 这 个 积分 公式 . 

W M" 是 空间 形式 N"*2(c) 中 的 极 小 子 流 形 , 则 trHa = 
> hs = 0,а=п+1,---,п+ р, М УА =0, 由 (3.3.27) 式 ， 
对 一 切实 数 a ,有 

六 Ac = > 210) + 之 Zhi Ahs 


= > > (һы)? + У) | У hš СА + Аа) 


а т.ј. т 
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+ Da DORMER ta 
-HD +)? ~anco + (1 + a) 
> 2 (MR, + А) 
- (1- a) DlH) - tr( HHY] + a 2, Lr HH 


(3.11.2) 
当 p= 1 时 ,对 于 N"*!(c) 中 的 超 曲面 м", Кад = 0, 所 
以 有 
+A = 一 АС (у? ) = DRD? + Shy aR 


= 2 O 2 + > А + h'ni IR aa) 


i,j.k,m 


- Уор» + nco — а?. (3.11.3) 


由 于 А = 《tr(HHp)) 是 p 阶 对 称 方 阵 , 故 可 选取 法 标 架 场 
eni sene, 使 其 对 角 化 , 即 
tr(H,H,) = tr - бв. (3.11.4) 
定理 3.11.1 (J. Simons, 1968 年 ) 设 М" 是 单位 球面 
S”*?#(1) 中 的 紧 致 极 小 子 流 形 , 则 下 积分 公式 成 立 : 


Гето - e -nldv >0 (3.11.5) 

其 中 do ЖМ" 的 体积 元 素 , 式 (3.11.5) 叫 J. Simons 积分 公式 ， 
证 明 : 在 式 (3.11.2) 中 取 a = -1, 并 由 式 (3.11.4) 及 定理 

3.3.1 的 (1) 和 (2) 得 
Ас = = > 2 hb + no — 2 2 [tr( H2H2) — tr( H,H,)2] 
af 
一 S (uH?) 
Sno -~ 2[9? — >1GrH2)2] _ > Gr H2)2 
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= no — 20° + > (trE2 7) 
= ng -20 + 4? 
p 
=oln - (2-2 01 (3.11.6) 


因为 M” 紧 致 ,从 而 得 | oln 一 (2 _ 218 < 21 Ава = 0. 


2. 关于 数量 曲率 的 夹击 


J.Simons(1968) 应 用 了 积分 公式 (3.11.5) 证 明了 S”*?*(1) 中 
极 小 子 流 形 的 类 中 , 全 测 地 子 流 形 是 孤立 的 ,进而 在 1970 年 ， 
Chern-Docarmo-Kobayashi 决定 了 离 全 测 地 子 流 形 “ 最 近 的 ” 极 小 
子 流 形 , 即 

定理 3.11.2 设 M" 一 S”"*?(1) 紧 致 极 小 , 若 


(3.11.7) 


1 , 


时 M" 是 Clifford 极 小 超 曲面 St (JE) xs 2) ,或 者 


М" 是 S4(1) 中 的 Veroness 曲面 S2(V3). 
证 明 : 由 式 (3.11.5) 或 式 (3.11.6) 得 о 是 下 调和 函数 ,所 以 
Ав =0, 得 


则 或 者 М" 是 全 测 地 子 流 形 , 即 M" = 5" (1), Ж o= 一 一 ,此 


ca- 人 2- 六 jz]=0 (3.11.8) 


s < “时 ,o =0, 所 以 M" = S"(1) 是 全 测 地 子 流 形 ; 当 0 
P 
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时 ,= ,这 时 式 (3.11.6) 及 定理 3.3.1 中 的 式 (1) 和 和 式 (2) 
2 一 一 
p | 
均 为 等 式 , 通 过 一 个 较为 繁杂 的 代数 运算 可 得 
(1) р=1,8 o= n, Ж H,. . 


М 4, 0 


k 
n—k 


其 中 L 表示 大 阶 单位 矩阵 , 这 时 Me = S (VE)* 


n 


Н„+\ = 


0 7 In- 


5" азота) Clifford 极 小 超 曲面 . 


(2) p=2,n=2, 这 时 o= 委 ,矩阵 Hs, H, X 


1 1 
3 3 
Н; = үз ,Hi = 3 ? 
_1 105 
ҮЗ V3 


这 时 М" = S*(Y3) 是 S4(1) 中 的 Veroness 曲面 . 
注 1 由 式 (3.11.1), 条 件 式 (3.11.7) 等 价 于 


">п(п-1)-—" ="["- 351). (3.11.9) 
2 一 一 
P 


M” 是 全 测 地 子 流 形 :o =0 € += n(n - 1); M" 是 Clifford 极 小 
超 曲 面 时 ,p=1,c=n 司 r=n(n —2). 
#2 在 定理 3.11.2 中 ,以 “r = 常数 "代替 * 紧 致 "结论 仍 成 
M. . 
对 于 p=1, 由 式 (3.11.3) 易 证 下 面 定理 成 立 . 
定理 3.11.3 设 M" 一 S"+1(1) 紧 致 极 小 , 若 
в&п (Ё r©n(a-2)). (3.11.10) 
则 М" 或 者 是 全 测 地 子 流 形 ,或 者 是 Clifford 极 小 曲面 . 
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注 定理 3.11.3 是 定理 3.11.2 的 特殊 情形 ,将 式 (3.11.10) 
的 条 件 改 为 r= n(n 一 2), 则 М" Æ Clifford 极 小 曲面 . 

一 个 有 趣 的 问题 是 研究 S"*1(1) 中 共有 常 的 数量 曲率 > 的 紧 
致 极 小 超 曲 面 ,这 一 问题 首先 由 Chern-Docarmo-Kobayshi 提出 ,他 
们 问 : 接 着 ~=2(a-2) 后 面 的 一 个 值 有 没有 ? 若 有 , 它 是 什么 ? 
关于 这 一 所 谓 第 二 空 队 问 题 ,首先 由 彭 家 贵 和 芯 楚 莲 两 教授 突破 ， 
他 们 通过 计算 第 二 基本 形式 的 共 变 导数 的 拉 普 拉 斯 和 第 二 基本 形 
式 高 阶 迹 函数 的 拉 普 拉 斯 ,获得 如 下 定理 : 

定理 3.11.4 设 M" 一 S"*!'(1) 紧 致 极 小 ,数量 曲率 r= 常 
Ж. ШЖ o>n( 即 7<n(n-2)), 则 o>n+ 术 -( 即 r<n(n-2) 
- >. 

对 于 2 =3, 他 们 获得 更 尖锐 的 结果 : 

定理 3.11.5 设 М 一 34(1) 紧 致 极 小 ,数量 曲率 -= 常数 ， 
如 果 r<9, 则 -<0. 

基于 以 上 两 个 定理 ,他们 提出 以 下 三 个 问题 , 

(1) 对 于 5" (1) 中 的 极 小 超 曲 面 ,是 否 存 在 一 个 仅 依 赖 于 
n 的 常数 8(n), 使 得 o 志 8B(n)? 

(2) S"*!'(1) 中 是 否 存在 具有 仙 的 常数 量 曲 率 > 的 紧 致 极 小 
超 曲 面 ? 

(3) S"*1(1) 中 是 否 存 在 具有 非 正 ( 不 恒 为 零 ) 数 量 曲 率 + 的 
紧 致 极 小 超 曲面 ? 


关于 定理 3.11.2 Ф J. Simons 的 Pinching 常数 一 “一 , 沈 一 
b 
兵 教授 在 中 国 科学 A(1),1989 年 给 出 了 只 与 n 有 关 的 Pinching 


常数 ,得 到 如 下 定理 ; 
定理 3.11.6 设 М" 一 S*+?(1) 紧 致 极 小 , 若 


<— (3.11.11) 
1+ 
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МФК, RAE S4(1) 中 的 Veroness 曲面 . 
i£ 由 式 (3.11.1) ,条件 式 (3.11.11) 等 价 于 


ræ ILn(n-2)-1+/2n (n 10) ], (3.11.12) 
3 n =2 Н 22 8 п<9 Н 0223 8 p>2x4 BI ,# 
n < n 
_ 1 >` +1” 
2 P 1+ EF 
徐 森 林 教 授 在 《4 微分 几何 》( 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,1997 
年 ) 对 此 作 了 更 进一步 的 改进 ,得 到 
定理 3.11.7 W М" 一 S"+2(1) 紧 致 极 小 , 若 


<3"+2 (3.11.13) 


oNsn t2”? 
则 或 者 M 是 全 测 地 子 流 形 ,或 者 n =2,M? 是 S+4(1) 中 的 
Veroness 曲面 . 
注 n <n( n +2) +В п <"(3п+2) 


_ 1 5п +2 л +1 5п+2 
p 1+ 2n 
E 3.11.8 设 М" 一 S"*?(1) 紧 致 极 小 ,并 和 量 
R=0,r>n(n ~ 2), (3.11.14) 


№ p=1, 或 者 M" 是 S" *1(1) H Clifford 极 小 超 曲面 ,或 者 M" 
ЖЕ 5" 1!(1) 中 的 全 测 地 超 曲面 . 

证 明 ; 由 于 M" 的 法 从 平坦 , 即 RE =0, 15%, (3.5.26) 
立 , 在 式 (3.11.2) 中 取 a = ~1, 再 由 定理 3.3.1 的 (1) 我 们 得 

Lao = 2, 0) + no 一 2 (rB; 

2 = goln- o). (3.11.15) 
55 (3.11.1)Ф],к2>я(п—2)ФӘв<п,ААПВ р= 1, о=0, 
或 者 o = ,这 就 归结 到 定理 3.11.2 h . 


3. 关于 Ricci 曲率 的 夹击 


定理 3.11.9 W M" ->S"+?(1) 紧 致 极 小 , 若 M" 的 Ricci 曲 
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Eno — о 


率 
Кыеп -2,n 之 4， (3.11.16) 


1 
则 M" 是 全 测 地 子 流 形 , 或 n=2k,M"= St [z] в) 
S*+1(1) 中 的 极 小 子 流 形 ,或 n = 4, м*= Cp? (3 jæ S7(1) 中 的 


极 小 子 流 形 ,其 中 CP? [ 子 } 表 示 截 面 曲率 为 3 的 二 维 复 射影 空 
间 . 
证 明 : 由 于 M" 极 小 ,所 以 2) 成 = 0, 由 式 (3.7.1) 得 
R; = (n — 1) - X 2, (hš), 
由 题 设 
-(n-2)=1- 220620, (3.11.17) 
上 式 两 边关 于 i 求 和 得 


n = о (3.11.18) 
对 于 固定 的 а,® hg = 186， ,由 式 (3.11.17) 得 
У) У\ (л) - (А), (3.11.19) 
Ва j 


由 于 
A- 4) 207 + СА), О] < x 27 (2234, 


(3.11.20) 
由 式 (3.11.19) 和 式 (3.11.20) 得 


295 [HGHG (HE ]= У) ОО? - А)? 
«Унјо xn L Тр 
= 41001) - 45700) ADAD - IDAPT 
= 4ин1 - 4 (282). (3.11.21) 


在 式 (3.11.2) 中 取 a= -1 ,由 式 (3.11.4), 式 (3.11.18) , 式 
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(3.11.21) 及 定理 3.3.1 的 (1) 得 
140 = У У)? + ло = У) (ана) 
- 2X. [tr( H2H3) — «(Н.Н | 
а.В 
Sno – У) (Н?) – 4 УН? + (ин)? 


= по 一 4 "4 Уын?) 


>(n 4 - p = п 4 (н о) 20. 
п n 


于 是 , 当 К> (п -2) 时 ,有 uc<m ,从 而 “=0, 此 时 М” = 5" (1) 
S" 2(1) 中 的 全 测 地 子 流 形 . 

щ R;=n 一 2 时 ,上 面 不 等 式 均 为 等 式 , 这 时 有 两 种 情形 : 

(1) 在 nn 宇 5 时 ,o=n, 这 时 p=1， 
> Hy? = [Xem] = эин) + 2 (ан) (анд ). 
hiet p- 1 +H, 为 零 矩 阵 , 只 有 -一 个 H, TF, 这 相当 于 p=1， 
于 是 问题 归结 为 定理 3.11.2. 

Gi) 在 n=4 时 ,使 用 Jensen 获得 的 四 维 紧 致 齐 性 爱 因 斯 坦 


流 形 的 分 类 , 便 知 M4= cP [+ jæ S7(1) 中 的 极 小 子 流 形 . 


上 面 定理 是 在 n24 的 条 件 下 ,对 于 n=3, 沈 一 兵 教 授 在 《中 
国 科学 》A(1),1989 年 给 出 : 
定理 3.11.10 设 M3 一 S3+?(1) 紧 致 极 小 ,车 


97 + 7343 _11р-8 
Ri > min T з Ф128 | (3.11.22) 
则 M? 必 是 全 测 地 子 流 形 . 
注 TABA 21435. 特别 p= 1 时 , 设 М? 是 S4(1) 中 


的 紧 致 极 小 超 曲面 , 若 R. M M 是 全 测 地 的 . 
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对 于 n=3,p=1,Nagoya 证 明了 : 设 М? 是 S (1) 中 的 紧 致 
极 小 超 曲 面 , 若 R; 20 Н о = cnost, 则 М? 是 全 测 地 的 子 流 形 : М? 


-sD 或 w=s'(/T)xs (I). 
4. 关于 截面 曲率 的 夹击 


陈省身 先生 在 1970 年 给 出 了 S”"*?*(1) 中 截面 曲率 K 恒 为 正 
常数 的 极 小 等 距 淄 入 子 流 形 M" ,得 到 


定理 3.11.11 mas | 2050 )а 5"*2(1) 0% 2 


入 极 小 于 流 形 ,其 中 р 909 1) (9 +2). 


Ж М" 的 截面 曲率 K = ру, T 


stn Dn Н) = np(1-2K), (3.11.23) 


类 似 于 引 理 3.8.2 的 证 明 可 得 下 面 的 引 理 : 
引 理 3.11.1 М" E N" 2? 中 的 极 小 子 流 形 , 开 为 M" 上 每 
点 截面 曲率 К, ТЙЛ, К = inf R;;, 则 
D ВСН HRR me) > noK. (3.11.24) 
ХЕ 3.11.12 Ë М" -~S"*2(1) 紧 致 极 小 , 若 


n 
Куе ту, (3.11.25) 


则 或 者 M 是 全 测 地 子 流 形 S"(1) ,或 者 M" = "| СЕЗ} 1) е 


S"12(1) 的 极 小 于 流 形 ,其 中 p= 地 (n 10) (п +2). 


证 明 : 对 于 a:0<a<1, 由 式 (3.11.2), 式 (3.11.24) 和 定理 
3.3.1 的 (4) 得 | 


tao >> D hg) — апо + (1 + a )noK — (1 
a i,j,k 
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-a) 2 2 [u(R.H2)) +a 2, [u(R.H3)P 
= 2 (к) + nol (1 +a)K - a] + 
а ауну? 
Жа = 一 ,并 由 式 (3.11.25) 得 


n +2 
Ao > DD ag) + 
а ijk 


> +7of2(z +1)K - x]>0. 


(3.11.26) 
由 Hopf 极 大 引 理 得 == 常数 ,所 以 Ac =0, 由 式 (3.11.26) 得 
А = 0 (л = ЖЖ) 
of2(n +1)K — n] = 0. (3.11.27) 
由 此 知 , 当 Rj >К > туй, Фо = 0,M" 是 全 测 地 的 ; 当 


"天 0 时 ,有 Ra = К = zç r 是 正常 数 ,所 以 M" = 


му) 


EE 3.11.13 设 М" 一 S"*2(1) 紧 致 极 小 , 若 
p-1 
Кт 
则 М" 是 全 测 地 的 ,或 М" 是 S"*1(1) 中 的 Clifford 曲面 ,或 М" = 
S?(V3) 是 S4(1) 的 Veroness ШИ. 
证 明 : 对 于 a:0<a<1, ER (3.11.2), % (3.11.4), È 


(3.11.24) 及 定理 3.3.1 的 (1) 和 (3) 得 
tas > У) Ул)? — ana + (1 + a)noK + Žao? _ 


(1 - a) Pla, 


(3.11.28) 


在 条 件 式 (3.11.28) 下 , 取 a =P 得 
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lasa” пар -DK - (p -1)]>0, (3.11.29) 


从 而 得 
a[(2p — 1)K - (p - 1)] = 0. (3.11.30) 
R. > K > 1, е = 0,M" 是 全 测 地 的 ; 当 o 22 0 时 ， 


Ry = K = 老 二 ,此 时 上 面 所 用 的 不 等 式 均 为 等 式 ,特别 
> [u (H:H2) 一 tr(H,Hə)2] 
в,й 


= 2 (He) (un )= PDP. 
该 等 式 成 立 当 目 仅 当 至 多 有 两 个 矩阵 H, f H, EF, HA 


1 0 0 1 
0 
H, = A|Ü -1 


1 0 
0 0 0 0 
这 归结 到 定理 3.11.2. 
定理 3.11.14 设 М" 一 S"*?(1) 紧 致 极 小 , 若 
R+=0, R; 220 (3.11.31) 


p+1 
им" s| m }х = ss. | \,$\ m = 
n n i=1 


证 明 :因为 RA = 0, 由 式 (3.5.29) 知 , Н,., ә Hap 可 同时 
对 角 化 , 即 对 任 а, 可 设 h = 496; ,并且 式 (3.5.26) 成 立 ,在 式 
(3.11.2) PR a = 0 得 


Lao = > Daw to 之 hy СВ + henR ng ) 
= 之 了 + +> È (AF - A$)? Rig 2 0. 


故 可 得 к = 4265 是 常数 ,及 (43 — А)? Кы, =0, 由 此 可 导出 ТОМ) 
为 p +41 个 平均 分 布 的 正 交 和 . 


5. 关于 数量 曲率 和 截面 曲率 相关 的 夹击 问题 


对 于 常 曲 率 空间 N" 2(c) 中 的 极 小 子 流 形 M” , 当 M” 的 数 
.245 - 


0 
» Н+ = u 


量 曲率 (或 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 o) 与 截面 曲率 之 间 满 足 某 
些 关系 时 ,也 可 得 到 子 流 形 的 一 些 性 质 . 下 面 是 S.Y.Tau 教 授 的 
几 个 结果 . 
定理 3.11.15 设 M" —N"* (c) ЖЕЛ, K = ш, Ж 
o 2 пр(с - 2К), (о > пр(с- K),K < 0), 
(3.11.32) 
则 或 者 M 是 全 测 地 子 流 形 ,或 者 c= пр(с- 2К), (с= пр(с- 
K),K<0). 
证 明 :对 于 4 之 1, 因 为 
- (1-а) X [tr(H?H}) - tr (H,H2)2] > 0, 
«В 


(3.11.33) 
由 式 (3.11.2), 式 (3.11.4) , 式 (3.11.24) 及 定理 3.3.4 的 (1) 得 
Las > У) оу)? — anco + (1 + a )noK + ра? 


1+а 
а 


> olo- nple — К)]. 
H + M" 紧 致 ,两 边 积分 得 


folo - np(c _ 1+ “к\ч <0. _ (3.11.34) 


а 


1 


因为 f(a) 会- 一 人 在 [1, + о] 上 单调 递增 ,所 以 当 开 之 0 时 ， 
F(a) A яр[с - ER ) 在 a = 1 时 取 最 大 值 ,由 式 (3.11.34) 得 


| olo — пр(с-2К))40<0,К 20, (3.11.35) 


当 K <0 时 ,f(a) a- LL Sk 在 [1, + о) 上 单调 递减 , м 
а —+ oo 时 ,F(a) 取 最 小 值 ,由 式 (3.11.33) 得 : 
| гг - np(c - K)]do S< 0,K <0, (3.11.36) 
由 式 (3.11.35) 和 式 (3.11.36) 我 们 得 定理 3.11.15 成 立 . 
定理 3.11.16 М" 一 Ne(c) 紧 致 极 小 ,K = infR;;， 
` 246 ` 


r= ср 是 平均 数量 曲率 , 若 
K< r< < b PK, K>0 (3.11.37) 


— 


(K < r < 1H. + biK,K < 0), 


则 М" 是 全 测 地 子 流 形 ,或 = Lc + ZERK, (r= 


п-1-р 
п—1 
证 明 : 因为 M" 极 小 ， ЯД Ehi = 0 ,由 式 (3.7.1) 得 


Ra = (n 一 1)c0a — 222 (ha ). 
所 以 n(n 一 1)r = > R, = = n(n — 1)c — 2 У) 


„(п 1)c = o, 


c + —Ё-К,К <0). 


48 
o= n(n -1)(c —- r). 
从 而 定理 3.11.15 的 条 件 o 之 np(c 一 2K) 为 
n(n — 1)(c — r) > np(c - 2K). 


®#й < 12.22 кудук >K, P r = 


1 _ 1 _ _ H _ _ 
n(n т) 22ка Е aUa T) 22 ЭК» > „б, т) 2: 2K Е 
К,А o > пр(с- 2К) 等 价 于 

к< г< 721-20. 2Р к. 
п- 1 п - 1 


由 定理 3.11.15 得 M" 是 全 测 地 的 , Rr = nie, + 


22Р КОК >0);(r = 1р. EK,K <0). 


注 ” 对 于 r= Ra, 条 件 式 (3.11.27) 等 价 于 

п(п-1)К<е<лп(п-1- р)с+2прК (K 20). 
(3.11.38) 
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€E 3.11.17 Ü M" — S"ntP(1) 紧 致 极 小 ,如 果 
К,;20 Н ос = пр, (3.11.39) 


ma m о |) зз), э i 


证 明 : с = 1, Ri 22 0,18 K = 0, WË a > 1, HÑ 
(3.11.2), 式 (3.11.4), 式 (3.11.24), 式 (3.11.33) 和 定理 3.3.1 
的 (1) 得 


Lao > > 210)? 一 апо + РУД 
- 之 ээн + „01° ш np] = 0. 


由 于 M" 紧 致 ,得 c = 常数 ,所 以 Ac = 0. 故 上 所 用 不 等 式 均 为 等 
式 , 由 式 (3.11.33) 得 

>J [ur(H2H2) - tr( HHY] = 0. 

“P 
即 нн, = HH, ,所 以 М" 的 法 从 平坦 , 故 对 任 a, H, = (hz) 可 对 
角 化 , 令 hs = 486; ,从 而 得 

Ав = = > > (hia)? + 之 之 多 Аһ; 
=>, Уо эз] > hi (hg, R mijk + hç R, k) 


= -X 250) + >> 2 Q: — AR; 220. 
由 此 得 
h% = 0, А = А5; = ЖЖ, (3.11.40) 
УА -A Ri = 0. (3.11.41) 
由 于 Riw > 0, HR (3.11.40) 和 式 (3.11.41) 得 T(M) X p + 1 


个 平均 分 布 的 正 交 和 ， 即 M" = s| (т) … x 


s= | | Pen e) ,其 mi t'e + mp = n. 
n 
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定理 3.11.18 设 M" 一 S"'?(1) 紧 致 极 小 , 若 
02Р < в <O, (3.11.42) 


则 М" = CINESE ох 5\(/1)ж 52101) 中 的 极 小 子 


流 形 . 


K< < it.1t+ 气 (- )= o. 
所 以 定理 3.11.16 的 条 件 满足 ,得 > = 0,X К, < 0, 

= n(n 1020 Укы = = 0,18 Кш = 0, 从 而 Ra = = 0. 
所 以 M" ай Хи 


n(n —1)r = n(n -1)c—,c = 1, 
ВЦ r = 0 Өс = xn (n -1) 2 пр,р = п- 1,88 В, = 
0 知 ,定理 3.11.17 的 条 件 满足 , 故 结论 成 立 . 
Ж 对 于 r = X Ri H 3.11.18 仍 成 立 . 
定理 3.11.19 М" — S"tP°(1) 紧 致 极 小 , 若 Mr 的 平均 数 
量 曲率 是 以 下 常数 


r = PCB R, = n-1- 0) Ё R,; > 0, 


ШМ" = sa| = 


п. 


(3.11.43) 


х... X sa| рз | + tma = 
п 
证 明 : 由 于 n(n 一 1)r = n(n - 1) -cc 所 以 
s= п(я-1)-п(л-1). 12 2 n 
XE R;; 20, НЕЯ 3.11.17 得 证 . 
i ”关于 3.11 节 中 的 夹击 问题 ,目前 人 们 仍 在 不 断 改进 , 同 
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时 已 将 外 围 空间 推广 到 复 射 影 空间 СР", 但 要 得 到 较为 漂亮 的 结 
果 是 困难 的 . 


3.12 局 部 对 称 的 Riemann 流 形 中 的 子 流 形 
1. 局 部 对 称 的 Riemann 流 形 
定义 3.12.1 # Riemann 流 形 (N" * ? , g ) BJ BÑ 3 sk E 
Kascp 的 协 变 导 数 为 零 , 即 
Kapcp;E = 0, (3.12.1) 


MEKON”? g) 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 . 
曲率 张 量 场 Ks КОНУЛ ЕН К 定义 为 


УК шыш = аК + DK nikma + DK gp 
А т В . 
+ УК аке; + УК, род, (3.12.2) 
8 8 
又 @в = Мин, 4Кш = De Kan) ol 会 DK anen» 从 而 式 
(3.12.2) 为 ; 
DK 
А 
= Кш + DK „ыбы 一 > K вайб 
8.1 
- LK шый = S Kahhor. (3.12.3) 
в.г 
Җ (3.12.3) 等 价 于 : 
Койын = Kaiju + DK „ыбы - УК. 
8 
一 эк, ahh 7 ЭК. (3. 12. 4) 


Ж (3.12.3) 是 一 次 微分 形式 的 等 式 ， 式 (3.12.4) ÆR 
数 的 等 式 , 二 者 等 价 . 
ЖОМ"? 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 ,由 式 (3.12.4) 得 
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Ku = > IK a hi + Кай + > K, hb, 7 > IK, hs. 
в 8 в т 
(3.12.5) 


н (2.3.18) .3(3.12.1) #126 (3.12.5), (3.3.24) 的 第 二 项 
为 


- > ЭМ, (Кы + Kaje) 
=- > Ут К,а + Хар + 2 Kat 一 >K, | 
- рэі 2 Kaha + 2 Kigh 
+ Ук - EK mihia] 
=- 2 ААК + АКы + hhKoge + ВАК аа) 
一 >, ЭАК» + МКар) 
+ $) D A haK mije + ВЫК) 


a 1ї,},Ё,т 


= 325 УАК — 2 Униб >К 
а, 1.73» а, 1,] 


- 2) К уњ, + DI Эл Bb haK mia + ВЫК). 
(3.12.6) 
将 式 (3.12.6) 代入 到 式 (3.3.24) 中 得 
> Shs Ah5 
= >; куы 一 >) ЎА К.р > hb, 


+ > > [3AA K cgs; 一 Һа + hšhiR 起 jt] 


a,B ijek 
+ > > [hs (АКы + Аъ Как + ҺЕ + һе) 1. 
а їФ,},Ё,М 


(3.12.7) 
由 式 (3.3.16) ,我 们 有 
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> > hi s (hi R, + hy R, k) 


-5 У n mije + > > hh (hb hh — bh) 
5 5 > n mp 5 > > һеле (пе hb, — BAB.) 
-5 Ум (АК + КЫК) + У\и(н?н)тН, 
| STERR) ae- Унду. 
ñ И (3.12.8) 
由 式 (3.3.20) . 
-5 Уук, + У) Уу леб (Ае hb, — ҺА) 


а,В i,j,k а,В i,j,k m 


= > 了 UK «8 T Sl HH) - tr( HHY ]. 


а,В i,j,k 


(3.12.9) 
将 式 (3.12.9) 代入 到 式 (3.12.7) 中 得 


> 之 多 АҺ 
= > Yana, 一 > Кш» 2 + 42 ЭК, в) 
ш > anta + > >; hš САК лав + Һ.К) 


а, В 天 а і,3.к,т 


+ Уу У) АКАК + АК) - У) CHH) - «(Н,Н,)?]. 
а, В 


а i,j,k,m 


(3.12.10) 
式 (3.12.10) 很 重要 ,再 由 式 (3.12.8) 得 :对 任意 实数 <, 有 


>) эм АҺ = У) > И 一 2; ЭД sijg - trHg 


+ 5 Dh Kap — Du ŽK ag +a 5 [tr( H,H,) ] 
aB ip а. В 
+ (1 7 ӘУ 2) hj К + Һ.К) 
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+(1+a)2>2; 2 АКы t д) 
一 (1 一 а) > [tr( H2H2) 一 tr( H,H,)°] 一 a > tr( H2H,)trH;. 
zB “B 
(3.12.11) 

Ж 常 曲率 流 形 一 定 是 局 部 对 称 的 流 形 , 事实 上 : W 
N"+p(c) 是 常 曲 率 为 c 的 流 形 ， 则 Кш = 0, К,ы = 0, H =< 
(3.12.4) 得 

Kunst =0 + с > )(б ба — дё) — 0 


_ > (8,85 一 8.88) hh 一 e) (2,5: 一 быб») hg 
8 В 
= сёй — coihk — co + сдһы = 0, 
所 以 №"? (с) 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 . 
定义 3.12.2 若 Riemann #0" 2,5) 的 截面 曲率 K, # 
足 


1 
2 


则 称 N**# 为 n+ p 维 6 一 Pinching 黎 曼 流 形 . 
2. 局 部 对 称 空间 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 子 流 形 


设 M" 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 N”"** 中 具有 平行 中 曲率 向 量 
的 子 流 形 ,选取 М" 的 法 标 架 场 e, ,1 ,… senp IË 


<< Ky <1, (3.12.12) 


Н = Не,,,, (3.12.13) 

从 而 得 
trH,,, = УА? = nH (3.12.14) 
trH, = Dh = 0(а 9 п + р). (3.12.15) 


由 式 (3.5.15) 及 式 (3.8.5) 和 式 (3.8.6) 得 
Уры; = 0б,а=п+1,,п+ p, (3.12.16) 
k 
H = H, Rh par = 0,V e. (3.12.17) 
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由 式 (3.12.14) — 式 (3.12.16) ,在 式 (3.12.11) 中 取 a = - 1 得 
> УА; 


азёп+р i,j 


=- nH > УК, +4 2 УАК, 


азёп+р ij #ntp ijk 


_ > (НН) DK ap +2 рэ > hs (АК, + Һә, Кж) 


а,Вл+р ntp 1,],Ё,т 


-2 У) [ur(HIHS) - ы(н,н,)2]- 2 1=(н,нрР 
а, Вэёл+ р 


а, Вз п+ р 


+ > {т (НН) Н„,, T [u(H,H,.,)]° |. 


an+ p 


(3.12.18) 
Golderg S T Æ 1962 年 给 出 如 下 引 理 
引 理 3.12.1 W N PE n + p 维 黎 曼 流 形 , 若 NN” HREN 
率 Kn W E:0<SLK <1, M: 
(1) 1 Kaso IS 201 - 8), A,B,C,D 互 不 相同 ， 


(2) 1 Kacac 1< (1 - 8), A,B 互 不 相同 . 


定理 3.12.1 设 N":? 是 n+p 维 局 部 对 称 完 备 的 6 - 
Pinching 黎 曼 流 形 ,M" 是 N" ?中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 子 
ЖЖ (822), M" 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 o 满足 


(3+ n? — s 1)e+$nt(-Ə)[a(p-2)e2 +I H | (р-1)2]. 


< n(26 1)25, (3.12.19) 
ЯФ z 2 `> trH2 和 中 曲率 互 都 是 常数 ,常数 》 满足 ， 
аз п+ р 
1 


> <8<1, MEEN? 的 某 个 n + 1 维 全 测 地 子 流 形 


的 超 曲面 . 
证 明 : 对 固定 的 a 关 n + р,% hš = 486;, 由 引 理 3.12.1 得 
> УАК, 


аззп+р i,j 
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< 201-8) > ЭШ 


ат л+р i,j 


1 
< 2(1-)(р-1)%[ > (> iu 1) Ë 


aZn+p i 
< za - 8)(р- 1)7я7г7?. 
(3.12.20) 


4 5 > Kaahihh = =4 > > K. Aha, 


И і,ј.6 Ве пъ р.а ik 


>-8(1- 9) У) УТАА 1 


азёп+р,а ізё Е 


>- 201-8) > МК - 1) EAD? + (n = 1020080) 


Вз пъ р,а ik 


>- ta - 8)(n - 1920р - 2)trH? 


- $01- 0)(n- )2 У) анё. 


Вёп+ р,а 


又 ын? = trH2 — rH? = r – trH? ,由 此 得 
B 


Ве п+р,а Вэ п+р 


4 У) EKahihh 2-4 (1 6)(n -Di - 2) 


а, Вз пр ijk 


+ (р 1)т- т] 


=- 3(1- 8)(n - 0) - 2) >- Sa- 8)п1(р —2)г. 


| (3.12.21) 
Щщ (3.8.9) 和 式 (3.12.12) 得 
> УК (Н.Н) 


а, Вәёл+р k 


> > Kuatr( HHp) 十 > УКН 


с,Вёп+р k азё л+р k 
2% 8 


> > IK; | tr Hš < nT 


аф п+р k 


(3.12.22) 
又 因为 
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2 У YRA mie + АКы) 


a#n+p ij k m 


= У) У) (а - А) Kun 2 2nór. (3.12.23) 


азёп+р i,k 


МН? < с, 82(3.8.13) 得 
> Ie(H*H,., trH,. , _ [tr(H.H,.,)2]! 


аёбп+р 


< (1 + nd)r, (3.12.24) 


因为 n > n2, п > (n - 12,r < < o, 由 式 (3.12.18), 式 
(3.8.9), 定理 3.8.1 的 (1) 和 (2) 及 式 (3.12.20) 一 一 = 
(3.12.24) 得 


> AAA 
аз&п+р і,ј 
>- 全 ma(1 -6)1Н\(р-1)#:2- 3.201 - 8)(p -2)r 
- nr +2nòr 2002 У) (иН@?]- > (ан) — (1+ п?) 
азёп+ р зёп+р 
=>- 2.201 – 8) 1НІ(р- 1222 - $ a - ó)(p — 2)r — nz 
1 


+ 2пдт 一 2-750- 0+ п2)тс 


= 13105 - 1)nr2 — za зуп ар - 2) +1 H 1 (p - 102] 


1 1 1 
一 [3 + п? - р). 
(3.12.25) 
在 条 件 式 (3.12.19) F ,我们 有 


tar = рэ > (л)? + э Уунд > 0 . 


ntp i,j,k 
(3.12.26) 
EM 紧 致 ,由 Нор 引 理 得 rc = 常数 ,再 由 式 (3.12.25) Ж 
(3.12.26) 得 t+=0, 即 
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hs = 0,Vi,j;a Z n + p, (3.12.27) 
或 
1 
(28 – 1)nr? _ Za 一 ó)n2[4( p -2)r? +I H I!(p - 1)2) 


- (3+ n2- т) 20 = 0. (3.12.28) 
当 式 (3.12.28) 成 立时 ,上 面 各 式 均 取 等 号 ,由 式 (3.12.21) 取 等 
号 得 ó = 1, 从 而 式 (3.12.25) X: 

У) УолуАну > rin - (3 + n? — 7 1 |)! 220. (3.12.29) 


азё п+р i,j 


此 时 归结 为 定理 3.8.2, 易 见 r = 0, 所 以 M" М? 的 一 个 n+1 
维 全 测 地 子 流 形 М" 中 的 超 曲面 . 

Ж 在 定理 3.12.4 中 , 当 Nei = S”+e(1) af, рд = 1 时 ， 
条 件 式 (3.12.19) 就 是 条 件 式 (3.8.10), 故 定理 3.12.4 是 定理 
3.8.2 的 推广 . 

同 理 可 证 下 面 定理 成 立 . 

定理 3.12.2 设 N"'? 是 n +p 维 局 部 对 称 完备 的 5- Pinching 
RSE, М" EN? 中 具有 平行 平均 曲率 向 量 的 紧 致 子 流 形 
(p >2),# 


(T I+ 1)rža + 23501 8) 40р = 2) +1 H I (p 1) 2] 


<n(28 - 1+ Н), (3.12.30) 
MJ M" — EEN? 的 某 个 n + 1 维 全 测 地 子 流 形 的 超 曲 面 . 

Ж ЛМ"? = S*+?(1), 即 8 = 1 时 ,条 件 式 (3.12.30) REE 
理 3.8.4 中 的 条 件 式 (3.8.18), 故 定理 3.12.2 是 定理 3.8.4 的 推广 . 
з. 局 部 对 称 空间 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 伪 脐 子 流 形 

W M" 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 N" t 中 具有 平行 中 曲率 向 量 
的 伪 脐 子 流 形 РВ Н = He,,;,, 因 М" 伪 脐 ,所 以 

hit? = Höj, (3.12.31) 

© т = У) trH? ,从 而 得 


az n + 
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У) 27 а(Н?Н,) Нв = nH У! а(НН,.,) 
ant р 


аз п+р В 
= nH У) Уј? = пН?т. (3.12.32) 
азн р ijik 
并 且 有 
т = с — ШН, = с — nH’. (3.12.33) 
再 由 式 (3.12.11) 得 
> >л; 
=- nH > РУК +, + 4 2, ый Кор 
азёл+р i,j 
- >; анн) Ук +а Б Уну) р 
а, Вз п+ р ntp В 
— (1-а) 5 [tr( H2H$) _ SCHH)? – апН?т 
а, Вз п+р 


+ (1-а) У) УА (А.К, + АК) 


азёп+р i,j,k ,m 


+(1+а) 2 > N(R + hš Ri.) (3.12.34) 


azntp šj ,k,m 


定理 3.12.3 W М? 是 局 部 对 称 完备 的 5-Pinching 黎 曼 流 
É, M" ÆN"? 中 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 伪 脐 子 流 形 ( 户 之 


2) ,如 果 M" 的 截面 曲率 R;; 满足 
(2р — 3)г2 R; 


йу 


>[p-1- 8+ (р 2)Н?]:5 +23 — 5)[4(р - 2) е2 


+I H 1 (p — 1)2], 8 12.35) 
其 中 + = Ун 和 中 曲率 昌都 是 常数 ， 常数 6 满足 二 < ó < 
азёп+р 


1 ,那么 M" 是 N" 2 的 全 脐 子 流 形 . 


证 明 ; 因 为 „2 > n2,n2 ;> п? > (п — 1)?,{ЕҖ1(3.12.35) 
中 ,对 于 实数 a:0 < a < 1, 由 式 (3.12.20), 式 (3.12.21), 式 
(3.12.22), 式 (3.12.23), 式 (3.8.31), 式 (3.8.9) 及 定理 3.8.1 的 
(1) 和 (3) 得 ` 
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L 1 
У) DnsAns > – 21-2) ТН (р 1)2r? 
азёп+р i,j 
= апН?т 一 3 22(1 8&)(р-2)т— пг + (1 — а)ядт 
一 2 1 
+ (1+ а)ятЁм -~ (1-a) 5те +а 51° (3.12.36) 


在 式 (3.12.26) 中 取 a = 210 
> DnsAns >- 201 _ a)n2 | H I (p — 1)272 


атёп+р i,j 


тан? - 30 - 3)n2 (8 2)т пт + сүлде 
+ пев 


2210р - 3)r? Ru — [p -1-8 +(p-2)H]r? 


- za _ a)n2[I H I (p -1)7+4(p-2)r3]} (3.12.37) 
又 因为 Ru < Riy ERREG, 12.35) 下 ,有 


Jar = >, х0) + > уд 20 


азёп+р i,j,k аз&п+р i,j 
(3.12.38) 
又 M" A. H Hopf 引 理 得 т = 常数 ,再 由 式 (3.12.37) MR 
(3.12.38) т = 0, 即 
һу = 0,Vi,j;ia Z n + p, (3.12.39) 
或 
(2p – 3)т2 Км - [p - 1- 8 + (p - 2)HP]z2 
- za - Ə)n2[I H I (p — 1)2 + 4(p — 2)z2] = 0. (3.12.40) 
当 式 (3.12.40) 成 立时 , 以 上 所 用 到 的 不 等 式 均 为 等 式 , H 
(3.12.21) 为 等 式 得 8 = 1 ,所 以 式 (3.12.37) 为 


D УАВ > ———үт[(2р - 3)Ru - (p - 2)(1 + H2)] 2 0 


азёп+р i,j 
(3.12.41) 
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此 时 归结 为 定理 3.8.9, 易 见 r = 0, 再 由 式 (3.12.31) HI, M" 是 
N+? 的 全 脐 子 流 形 . 
Ж 当 6 = 1 时 , 易 见 定理 3.12.3 是 定理 3.8.9 的 推广 . 
同 理 可 得 下 面 两 定理 成 立 . 
定理 3.12.4 设 M" 是 局 部 对 称 的 9 Pingching Ж & M JÉ 
N"? 中 的 具有 平行 中 曲率 向 量 的 紧 致 伪 脐 子 流 形 (p > 2), 若 
2(7 + 1)r2R;; 
> [2(1- 6) + n(1 + H2)]z2 + za = a)n2[I H I (p - 1)? 
+ 4(p -2)r2]. (3.12.42) 
M M" ÆN 的 全 脐 子 流 形 . 
定理 3.12.5 同上 定理 的 条 件 , 若 
[1 + sgn(p - 2)]rło 
< 08-1+Н)яг? - 2 (1- Ə)n2[I H 1 (p - DZ +4(p - 2221. 
(3.12.43) 
M М" ЖМ"? 的 全 脐 子 流 形 . 
Ж ”显然 定理 3.12.4 是 定理 3.8.10 的 推广 . 


4. 局 部 对 称 黎 易 流 形 中 的 极 小 子 流 形 
设 M" 是 局 部 对 称 黎 曼 流 形 М"? 中 的 极 小 子 流 形 , 则 
trH, = > h =0,a=n+l,=,n+ p. (3.12.44) 
由 协 变 导 数 的 定义 易 得 
УЫ = 0, Vi,j,a. (3.12.45) 
由 式 (3.12.11) ,对 任意 实数 a 有 : 
22 МАМ, = 421 УУК = D CAH) DK aa 
а i,j e,B i,j,k а, В k 
+a Dll HHP + (1- a)2>) У) АК, 上) 
а, В а ї,ј,Ё,т 
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+ (1 + а) У) > hjj (ht R, + һы) 


fjsk, m 


- (1 та) анан) - tr(H,H,)°]. (3.12.46) 
因 А = (tr(H,H,)) 是 p 阶 对 称 方 阵 ,所 以 可 设 
(Н.Н) = иН? · бав, (3.12.47) 


EHE 3.12.6 设 M" 是 局 部 对 称 完 备 的 ó- Pinching 黎 曼 流 形 
N? 中 的 极 小 子 流 形 ,如 果 M 的 第 二 基本 形式 模 长 的 平方 o 满足 


(28 — 1)n 3 (1 ó)(p — 1)n 


„1 
№ 


с < (3.12.48) 
则 M" 必 为 下 列 情形 之 一 
(1) a = 0,M" 是 全 测 地 子 流 形 ,并 且 M” 也 是 局 部 对 称 的 . 
(2) c = — B M" RAE S1) 中 的 Clifford 极 小 超 曲 
2 — = . 
5 | 


面 ,或 者 是 S4(1) 中 的 Veroness 曲面 S2(/3). 
证 明 : 对 固定 的 a, 5 hš = A86; ,由 引 理 3.12.3 得 


4 > К,ы; = = 4 > > АРАК, 


>- 501-0) У) DI 


pHa гч 


- +G – 8) У) D [Ca —1)72(44)? + (n — 1200832] 


В5ёа із Б 


>- $a - 8)(п — 1)? (p -1)trB2 
- 4a - 6)(n - 1)? 5н. 
Ba 


又 P rH? = (p -1)a,B(n - 1)2 < n, R 


a Pa 
z 8 ,, 
42, УАК. >- 301 = ó)n(p -1)c， 
«В ijek 
(3.12.49) 
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由 式 (3.12.47) 得 
- S Ttr(H,H,) > 及 wk 
а, 8 k 
= 一 > Ttr(H,H,) X Kaa 一 > tr 有 DK on 
asp k а k 
аз В 


=— Уан? УК, 之 一 no 
а k 


(3.12.50) 
x 
> > Һ haK mik + һ.К һу») 
а 1,ў,Ё,т 
= У D A-A Kaa 
a i,k 
>43 5) УМАР - А)? = яде. (3.12.51) 
a i,k 


在 式 (3.12.46) PR a =- 1, 由 式 (3.12.47) , 式 (3.12.49) 一 式 
(3.12.51) 及 定理 3.3.1 的 (1) 和 (2) 得 


> Укул 

= 4 之 AR - Уа Н,Н,) > Ка 
+ ЗЭС ат + һе К) 一 > (tr H2)2 
-2 У [тг(Н?Н%) — tr( H,H,)2] 


>- $(L- 8)л(р — 1) — na + 2да — 20? + $o? 

_ _ _ 8, _ ту 1 

= о|(28 Lx = $G - o)n(p - 1) (2 2]. 
(3.12.52) 


由 题 设 式 (3.12.48) 成 立 ,得 
Lao = >, D hp)? + > АМ, >0, (3.12.53) 
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又 М" 紧 致 ,由 Hopf 极 大 原理 得 o = 常数 ,所 以 Ac = 0, 从 而 得 
һ = 0, > Dhi Ahi =0 (3.12.54): 
并 且 式 (3.12.52) 取 等 号 , 即 
anja _ _ 8 гус [1 
У Ую Ag = o| 28- Dx $A- Ə)n(p 1) (2 |] 
(3.12.55) 
因此 上 面 各 式 均 取 等 号 ,由 式 (3.12.49) 取 等 号 得 
>] УК, =-2(1-д8)п(р — 1), (3.12.56) 
< 
A= > 220) -之 278 К + Kaja), (3.12.57) 
HRG. 12. 6) RRG. 12. 54), 3% (3.12.56) MR (3.12.51) 取 等 
号 得 
А =- 2(1- д)я(р - 1)о – по + пёс, (3.12.58) 
现 设 一 次 微分 形式 v 为 w = У) У 27 (АК + АК) а, 
由 式 (3.12.54),w 的 散 度 | 
divo = 2) >) ИСААК, + АК) 


= У) 2 haK aji + ЛК) + У УА (Каа + Кы) 
a i,j, a i,j,k 


= > D ohg (K arij + Kar) 5-A, (3.12.59) 
由 式 (3.12.58) MA (3.12.59) 得 
(1 — 8)n(2p -1)o = divo (3.12.60) 


因 М" 紧 致 ,由 Green 散 度 定理 得 
| (1 — 6)n(2p — 1) сао = | .divwdv = 0, 
M м 
(3.12.61) 
其 中 dz XM” 的 体积 元 素 ,又 方 < <1, HR(3.12.61) #8 5 = 


1,1% М 是 截面 曲率 为 1 的 常 曲率 空间 S"*2(1), 于 是 式 
°: 263 - 


(3.12.55) 归结 为 
У) Basah = ofn - (2 - zhe} (3.12.62) 


AE = 0 = —— 


р . 
(1) # в = 0, 则 M" 为 全 测 地 子 流 形 ,再 由 式 (3.3.16) AA 
(3.3.18) 得 
Кы = Кышы = 0, (3.12.63) 
A N+ 是 局 部 对 称 空间 , 即 Kapcp;g = 0, 所 以 Riw 的 协 变 导 数 
Кунт 为 ' 


УУ IR һо, 
= dK;u + DK mmi + > TK; uo; 
+ DK, + УК, 
т т 


= S Ki mom = 0. 
得 Rium = 0, 故 M" 是 局 部 对 称 的 黎 曼 流 形 . 
(2) o = 一 了 ,由 定理 3.11.2 4, M" 或 者 是 Snt1(1) 中 的 
2 = = 
b 
Clifford 极 小 曲面 ,或 者 是 S4(1) 中 的 Veroness 曲面 S2(/3). 
注 ” 当 5 = 1 时 , 式 (3.12.48) 为 式 (3.11.7) , 故 定 理 3.12.6 
是 定理 3.11.2 的 推广 . 
定理 3.12.7 ÜM" 是 局 部 对 称 的 6- Pinching 黎 曼 流 形 №" 
中 的 极 小 子 流 形 ,如果 M" 的 截面 曲率 满足 下 列 条 件 之 一 : 


n+2-28+3(1- 8)(p-1) 


К 之 — zG FI) ‚ (3.12.64) 
р-8+8(1- 0)р(р+1) 
Ri 2 рро, (3.12.65) 
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则 M 必 为 下 列 情形 之 一 : 
(1) a = 0,M" L н M" 也 是 局 部 对 称 的 . 


CE + 或 e = TE pM B REES) 中 的 


Clifford 极 小 超 曲面 ,或 者 是 S4(1) Veroness 曲面 S? (V3). 
A:S һә = 456; ,因为 


> 2 Аў г СА + һы м) = >> 2104 ш А? Ю ы 
21, — А)? = пм. (3.12.66) 


AF Ru 是 子 流 形 M" 上 每 点 截面 曲率 R. 的 下 确 界 ， 即 
Ru < Куу, ÆA (3.12.46) Ф, 对 于 实数 a:0 < a < 1, 由 式 
(3.12.49), 式 (3.12.50), 式 (3.12.51), 式 (3.12.66) 及 定理 
3.3.1 的 (1) 和 (4) 得 


92272 
а irj 


>- 5 (1 - ó)n(p - l)c — no + (1 а)пдо + (1+ а)поЁм 


- UTA Y HHP + a D) eC H He) 1. 
PT; aR 


(2) с = 


Жа = ERY 
> 2м; АҺ 


> 2 [209 DRC (п +220) -$0 - 5)(› - 1]. 


n 

(3.12.67) 

E (3.12.46) 中 , 对 于 a:0 < a < 1, 5 (3.12.49) ~ È 

(3.12.51), (3.12.66), (3.12.47) 及 定理 3.3.1 的 (1) 和 (3) 
得 
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>) 2 hyAhs 
>- 5 (1 — 8)п(р — 1)o — по + (1- а)лбёо + (1 + a)noRu 
01-а) 252102 + fo. 
取 a = 21. ERA 
> ул; 


а 


> ва (2p - Е, (р 8) - 301 д)р(р-1)]. 
(3.12.68) 
在 定理 3.12.7 的 条 件 式 (3.12.64) RÈ (3.12.65) F, 同 定理 
3.12.6 的 证 明 类 似 ,可 知 结论 成 立 . 
注 ” 当 6 = 1 时 , 易 见 定理 3.12.7 是 定理 3.11.12 和 定理 
3.11.13 的 推广 . 


1. EHRE М2: 
z(u,v) = (chvcosu ,chvsinu, о), В 
z = arcch y х? + уі, х2 + у? > 1 
是 R° 中 的 极 小 曲面 . 
2. 证 明 Scherk 曲面 М2: 
z = log(cosy) — log(cosz) 
是 R? 中 的 极 小 曲面 . 
3. 证 明定 理 3.8.8; 定 理 3.8.10; 定 理 3.8.12. 
4. 设 M" 是 R"*! 中 的 超 曲 面 , F:R" —> R ÆR ЕЮ 
实 值 函数 ,又 设 esi 是 M" 在 R"*! 中 外 指 单位 法 向 量 场 , 试 证 
Af 1м = Anfu + nH 521-2. 
en+l I enyi 
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5. 设 (z,y,z) 是 Rs 中 的 坐标 , (xi иу) 是 R 中 的 坐标 ， 
定义 一 个 3 阶 齐 次 多 项 式 


иу = Б=(- 32? ~ Зу? + 2е°),и»› = LOTE х? - y + 4?), 


us = A5 O — у?), иц = AUE _ 3у? ) 
v6 | 15 

us = F479(— r2— у? + 422), иб = L5 yz, 

иу = v10 y(3x2 — у?). 


24... 2\2 
试 证 : шау е аа, | 
(2) ds? = dz? + dy? + dz? = (4и)? + + (4и) = Ў, 
(3) 限制 到 S2(1) 中 时 ， 
Aua =—2uasA = 1,2,",7 


因此 根据 3.10.2 知 ,由 u u MET 5201) 9] s| )8— + 
紧 致 极 小 嵌入 曲 面 . | 
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